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Аннотация. В работе исследуется пластичность многослойных модульных нейронных сетей, обладающих 

характеристическим свойством самоподобия. Для оценки пластичности используется известное из 

механики понятие степеней свободы. Число степеней свободы сети оценивается максимальной 

размерностью операторного многообразия нейронной сети, образованного вариацией параметров 

нейронных модулей и наличием межмодульных связей. Для получения оценок пластичности нейронные 

модули рассматриваются как линейные операторы фиксированного ранга. Получены расчетные формулы 

для вычисления размерности операторного многообразия нейронного модуля вне и в составе сети. 

Нейронная сеть рассматривается, как двойственный оператор сложной структуры, входом и выходом 

которого являются векторные пространства. На уровне структурной модели вводится понятие модальных 

состояний сети, характеризующих размерности векторных подпространств на входе и выходе нейронных 

модулей в составе сети. Оценка размерности многообразия сети выполняется через ее модальные 

состояния. Отмечено, что самоподобные сети принадлежат классу слабосвязанных сетей, для которых 

расчет модальных состояний не вызывает трудностей. Получены точные формулы расчета степени 

пластичности слабосвязанных нейронных сетей, Результаты анализа использованы для оценки 

пластичности быстрых нейронных сетей (БНС), и их подмножества - пирамидальных БНС прямой и 

обратной ориентации.  
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Введение. В нейрофизиологии под пластичностью биологических нейронных сетей по-

нимают способность нейронов сети изменять свои свойства под воздействием внешней среды. 

В применении к искусственным нейронным сетям это понятие можно трактовать как способ-

ность нейронной сети к обучению. В работе [1] автором впервые была предложена оценка 

пластичности для многослойных нейронных сетей прямого распространения. В основу оценки 

было положено известное из механики понятие числа степеней свободы. 

 При анализе пластичности многослойная нейронная сеть рассматривается как некоторая 

точка-оператор в пространстве операторов. Изменение синаптических весов сети приводит к 

перемещению этой точки в операторном пространстве. Число возможных степеней свободы 

операторной точки может служить характеристикой пластичности сети. Данная оценка имеет 

локальный характер, глобальной оценкой может служить верхняя граница числа степеней сво-

боды по всем допустимым точкам операторного пространства.  

Следует отметить, что задача оценки степеней свободы перестраиваемых операторов 

давно вызывала интерес исследователей, еще в 1971 году Andrews H.C. и Caspari K.L [2] пред-

ложили метод расчета числа степеней свободы для линейных операторов, полученных произ-

ведениями слабозаполненных квадратных матриц. Суть метода сводилась к прямому подсчету 

всех варьируемых коэффициентов, однако, при этом не учитывалось, что при перемножении 

матриц варьируемые коэффициенты становятся зависимыми, в результате исследователи по-

лучили завышенный результат. С позиций сегодняшнего дня матричные произведения, ис-

пользованные Andrews H.C. и Caspari K.L., можно трактовать, как многослойные нейронные 

сети с линейными функциями активации и ограниченными связями. 
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 Для нейронных сетей с произвольной структурой в настоящее время неизвестен способ 

вычисления оценки пластичности, однако для самоподобных нейронных сетей прямого рас-

пространения с ядерной организацией [3, 4] такую оценку можно получить для ряда практи-

чески важных случаев. Число степеней свободы нейронной сети можно интерпретировать как 

размерность её операторного многообразия, порождаемого вариацией всех возможных пара-

метров сети. При этом предполагается, что операторное многообразие нейронной сети ло-

кально дифференцируемо по всем координатам, т. е. является непрерывным и гладким. Глад-

кое многообразие локально устроено, как линейное пространство [5], и его размерность оце-

нивается через максимальную размерность локальных пространств. Понятно, что данная 

оценка не изменится, если вместо полного операторного многообразия нейронной сети рас-

сматривать только его часть (трансверсальную область), в которой размерность локального 

пространства достигает максимума. Эту выделенную часть обычно называют областью «об-

щего положения».  

Концепция «общего положения» в моделировании является выражением фундаменталь-

ного понятия «типичности» при совместном размещении геометрических образов в векторном 

пространстве. Операторное многообразие нейронной сети формируется взаимным объедине-

нием операторных многообразий нейронных модулей. За счет существующих межмодульных 

связей эти многообразия имеют множество пересечений. Для оценки пластичности необхо-

димо локализовать трансверсальную область результирующего многообразия и определить ее 

размерность. Локально каждое операторное многообразие устроено, как некоторое линейное 

подпространство в пространстве операторов, поэтому многообразия локально пересекаются 

по векторным подпространствам. Для двух подпространств 1 2,L L  векторного пространства L  

под общим положением понимается [6] такое их размещение, при котором их пересечение 

имеет минимальную, а сумма – максимальную размерность (под суммой или объединением 

подпространств понимается их линейная оболочка). Другой термин для этого же понятия – 

1 2,L L  пересекаются трансверсально. Подпространства в «общем положении» либо не пересе-

каются, а если пересекаются, то размерность их объединения равна: 

 1 2 1 2 1 2dim dim dim dimL L L L L L     .  (1) 

Название «общее положение» обусловлено тем, что в некотором смысле большинство 

пар подпространств 1 2,L L  находятся в общем положении, а другие расположения являются 

вырожденными. 

Поскольку размерность многообразия оценивается через локальную размерность линей-

ного пространства, то в контексте оценки пластичности можно ограничиться линейными опе-

раторами. Для модульной нейронной сети задача расчёта степени пластичности разделяется 

на две подзадачи: в первой требуется определить пластичность отдельных модулей, а во вто-

рой – используя полученные данные и информацию о структуре сети, определить пластич-

ность всей сети, следуя при этом принципу трансверсальности при объединении операторных 

многообразий. Рассмотрим обе эти задачи последовательно. 

2. Операторные многообразия нейронных модулей. Будем полагать, что в контексте 

оценки пластичности нейронной сети нейронный модуль описывается линейным оператором. 

Пусть E  и D  – ассоциированные пространства входа и выхода для модуля A  с размерностями 

p  и g  по входу и выходу. Ограничиваясь моделью общего положения, будем считать, что 

при варьировании параметров операторное многообразие модуля совпадает с многообразием 

линейных отображений :r E D   ранга r .  
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Как известно [7], полное множество линейных операторов, действующих из простран-

ства E  в D , изоморфно тензорному произведению E D , которое является линейным про-

странством размерности p g . Согласно теореме о структуре линейного отображения [6] для 

каждого оператора ранга r  существуют такие прямые разложения пространств: 

 0 1 1 0E E E D D D     , (2) 

что 1D  изоморфно 1E  и имеет размерность r , а 0E  составляет ядро отображения. Подпро-

странство 0D  называют коядром, оно характеризует степень неопределённости (неоднознач-

ности) оператора.  

Из разложения (2) нетрудно видеть, что подмножество операторов rA  представляет со-

бой объединение подмножества операторов ранга r , осуществляющих отображение из про-

странства E  в 1D , и подмножества операторов ранга r , осуществляющих отображение из 1E  

в D . На языке тензорных произведений это можно записать так: 

    1 1rA E D E D    .  

Отсюда, следуя правилу вычисления размерности объединения подпространств общего 

положения (1), получим: 

        1 1 1 1dim dim dim dimrA E D E D E D E D        .  (3) 

Пересечением множеств является подмножество операторов, осуществляющих отобра-

жение из подпространства 1E  в 1D , поэтому 

    2

1 1dim E D E D r   
. 

Поскольку dim E p , dim D g , 1 1dim dimE D r  , то из (3) следует:  

 
2dim rA pr gr r   . (4) 

В частности, для операторного многообразия полного ранга, когда min( , )r p g , из 

данного выражения получим очевидное значение dim rA p g  . Аналогичные соотношения 

для определения размерности многообразия матриц ранга r , представлены в работе [8]. 

3. Модуль двойственного функционирования в составе сети. Обозначим 
# :r D E   

множество всех операторов обратного распространения ранга r , действующих из простран-

ства D  в пространство E . Разложение (2) симметрично для класса прямых и обратных отоб-

ражений, поэтому также представляет собой многообразие и существует естественный изо-

морфизм 
#

r r   , который задаётся совпадением пар  1 1,E D . Данный изоморфизм является 

выражением двойственности в представлении модуля (см. рис. 1).  
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Рис. 1. Нейронные модули в прямой и двойственной сети 

Возможность тензорного представления множества операторов позволяет в расчетах пе-

рейти от операторного многообразия к одному оператору фиксированного ранга, отображаю-

щего входное пространство векторов в выходное векторное пространство. Зная размерности 

этих пространств для прямого и двойственного операторов, размерность многообразия опера-

торов можно вычислить, следуя выражению (4). Условия общего положения теперь предъяв-

ляются к корректному выбору оператора. 
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Таким образом, будем полагать, что операторный модуль общего положения ранга r , 

размерностью p  и g  по входу и выходу находится под воздействием пространств E  и D . В 

режимах прямого и обратного функционирования размерность выходного пространства опе-

раторного модуля общего положения не может быть больше r . Следовательно, модуль может 

реализовать не более, чем pr  степеней свободы при прямом функционировании и не более, 

чем gr  – при обратном. При этом 
2r  степеней свободы являются общими. Дуальный переход 

от многообразия операторов к векторным пространствам, ассоциированным с каждым моду-

лем сети, естественным образом вводит сигнальные состояния на структурной модели нейрон-

ной сети. Размерность сигнальных подпространств в различных сечениях двойственной сети 

теперь будем рассматривать как модальные состояния структурного уровня (от латинского 

modus – размер). Операторные модули общего положения осуществляют преобразование 

входного модального состояния в выходное в прямой и двойственной сетях. 

Если модуль находится в составе сети, то размерности входных сигнальных пространств 

X E  и Y D  в прямой и двойственной сетях в общем случае меньше максимально возмож-

ных (т.е. p  и g ). Это ограничивает возможности по реализации степеней свободы модуля. 

Действующее число степеней свободы модуля в составе сети по аналогии с (4) будет равно  

 
2dim x y

rA s r c r r   , (5) 

где ,x ys c  – размерности входных подпространств в прямой и двойственной сетях, 

 min , ,x yr r s c  – действующий ранг нейронного модуля.  

При системном анализе наибольший интерес представляют потенциально достижимые 

возможности нейронной сети. Понятно, что с увеличением операторных рангов модулей такие 

возможности увеличиваются, поэтому при анализе можно полагать, что всегда выполняется 

равенство  min p,r g . В дифференциальной геометрии такой оператор называется регуляр-

ным или правильным; этот же термин будем использовать для нейронного модуля. Для регу-

лярного модуля в составе сети выполняется условие  min ,x yr s c  и, следовательно, 

 min , ,x yr s c  тогда из (5) нетрудно получить, что 

 dim x y

rA s c . (6) 

Для операции нахождения минимума в дальнейшем будем использовать обозначение 

« », иначе называемое логическим умножением. Например, с этим обозначением условие 

регулярности модуля будет записываться в виде r p g . 

4. Пластичность модульных нейронных сетей с биективными связями.  

Будем полагать, что многообразие операторов в модульной нейронной сети образуется 

только за счёт вариации параметров модулей. Межмодульные связи при этом считаются фик-

сированными.  

4.1. Влияние модулей. Выделим в сети некоторый модуль A  ранга r  и предположим, 

что его параметры варьируются, в то время как параметры всех остальных модулей фиксиро-

ваны в общем положении. Поскольку модуль находится в составе сети, то размерности про-

странств состояний модуля в прямой и двойственной сетях в общем случае меньше размерно-

стей модуля по входу и выходу. Действующее число степеней свободы модуля обозначим 

 S A . Выделяя подобным образом и поодиночно варьируя параметры остальных модулей, 

получим, что вклад всех модулей в общее число степеней свободы сети определяется суммой: 

 
A

S A . 
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4.2. Влияние связей. Биективные межмодульные связи устанавливают точное и одно-

значное соответствие между модальными состояниями смежных модулей, т. е. каждая связь, 

рассматриваемая как двойственное отображение, является регулярной и её влияние можно 

оценивать выражением (6). Однако, в отличие от модулей, связи фиксированы, и поэтому их 

присутствие в сети приводит к «связыванию» степеней свободы смежных нейронных модулей. 

Из этого следует, что каждая фиксированная межмодульная связь (допустим, между модулями

A B ) ранга 
ABr  уменьшает общее количество степеней свободы сети на величину  

  B A A AB B ABs c c r s r , 

где ,B As c  и ,A Bc s  размерности пространств модальных состояний в прямой и двойственной 

сетях (вторая форма записи более удобна при конусе связей). Рис. 2 иллюстрирует действие 

фиксированной межмодульной связи в сети двойственного распространения.  

A B

Ac

Ac

Bs

Bs

ABr

 
Рис. 2. Межмодульная связь в нейронной сети двойственного распространения 

 

Таким образом, формула расчёта числа степеней свободы для всей модульной сети будет 

иметь вид: 

       A AB B AB

A A B

S H S A c r s r


   , (7) 

а если все модули регулярны, то: 

     A A A AB B AB

A A B

S H s c c r s r


   . (8) 

В последних выражениях двойная сумма распространяется на все существующие связи. 

5. Расчёт модальных состояний в самодобных нейронных сетях.  

Выражения (7), (8) можно использовать для расчёта степени пластичности только в том 

случае, если известны модальные состояния нейронной сети. Модальные состояния в прямой 

и двойственной сетях порождаются наличием на их входах сигнальных пространств. Для 

оценки потенциальных свойств нейронной сети будем полагать, что эти пространства имеют 

максимально возможную размерность, определяемую размерностью терминальных полей 

сети.  

,inp outs N c M  . 

Здесь N  – размерность нейронной сети по входу, M  – размерность нейронной сети по 

выходу. Напомним, что выход прямой сети является одновременно входом двойственной сети, 

а состояния inps , outc  являются источниками, воздействующими на прямую и двойственную 

сеть. Схема формирования модальных состояний двойственной сети показана на рис. 3. 

inps N

outc M

NN

#NN

outc

inps

 
Рис. 3. Схема формирования модальных состояний  

в прямой и двойственной нейронной сети 



Дорогов А.Ю. 

 “Information and mathematical technologies in science and management”  2024  no. 3 (35) 38 

 Рассмотрим конус связей к некоторой вершине B  в модульной сети прямого распро-

странения (см. рис. 4). Пусть эта вершина соответствует оператору ранга 
Br с размерностью 

Bp  по входу и Bg  по выходу (рис. 5).  

Модальные состояния для конуса связей в общем виде определяются выражениями: 

 1

, i i

i

A A BB B B B

A B

c s r s c r


  , 

где символ  условно показывает, что размерность Bs  следует определять для объединения 

подпространств, порождаемых модулями окрестности  1 B . Размерности этих подпро-

странств известны и равны i iA A B
c r , однако размерность их объединения в общем случае вы-

числить не удаётся, поскольку в произвольной структуре пространства могут иметь пересече-

ния, обусловленные наличием предшествующих связей между модулями.  

В случае самоподобных сетей задача существенно упрощается, поскольку по теореме «О 

параллельных путях» [3] для любого модуля самоподобной сети существует единственный 

путь, связывающий его с терминальной вершиной. Этот путь выделяет в терминальном про-

странстве независимое подпространство. Размерность этого подпространства легко вычис-

лить: оно будет равно логическому произведению рангов всех дуг пути от терминальной вер-

шины до данного модуля. Поскольку все выделенные таким образом подпространства не пе-

ресекаются, то объединение подпространств перед модулем B  фактически будет прямой сум-

мой, а это означает, что формула для вычисления размерности трансформируется к виду: 

 
 1

, i i

i

A A BB B B B B

A B

c s r s c r p


   . (9) 

Поскольку модули регулярны, то i i iA A B A B
c r r . Более того, в самоподобных сетях все 

связи инъективны, поэтому сумма (9) будет равняться входной размерности модуля, т.е. 
B Bs p . Следуя принципу двойственности, можно записать аналогичные выражения для рас-

чёта модальностей для сети обратного распространения (см. рис.5): 

 
 

, i i

i

C C BB B B B B

C B

s c r c s r g


   , (10) 

где Bg  - размерность модуля по выходу. 

5.1. Пластичность быстрых нейронных сетей. Быстрое перестраиваемое преобразова-

ние [3] будем рассматривать как модульную быструю нейронную сеть (БНС), где роль моду-

лей выполняют базовые операции (нейронные ядра). Эта сеть является самоподобной. По по-

строению быстрого преобразования ранги всех межмодульных связей равны единице, а все 

ядра в пределах слоя имеют совпадающие структурные характеристики. Обозначим через 
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Рис. 4. Конус связей в сети прямого 

распространения 

Рис. 5. Конус связей в сети обратного 

распространения 
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 ,m mp g  размерности ядер слоя m , а через mk  – их число. Нетрудно заметить, что при еди-

ничных рангах каждая фиксированная связь удаляет одну степень свободы. Учитывая это об-

стоятельство и используя (9), (10) из формулы (8), получим: 

  
1 2

0 0

,
n n

m m m m

m m

S H p g k D
 

 

    (11) 

где mD  – количество связей в межслойном переходе с номером m , n  – число нейронных 

слоев. Например, для сети, топологическая и структурная модели которой показаны на рис. 6 

и рис.7, число степеней свободы равно      3 2 4 2 2 4 2 2 4 8 8 40S H             . 

 
 

 
 

Рис. 6. Топологическая модель  

трехслойной БНС 

Рис. 7. Структурная модель  

трехслойной БНС 

5.2. Пластичность самоподобной пирамидальной нейронной сети. Ключевая идея 

cамодобных пирамидальных нейронных сетей [9] заключается в изменении топологии БНС 

таким образом, чтобы выделить сетевые компоненты, информационная ёмкость которых ис-

пользуется полностью и отсечь компоненты, информационная ёмкость которых не использу-

ется при обучении, сохранив при этом условия самоподобия. В результате нейронная сеть 

упрощается, быстродействие её увеличивается, и глубина обучения становится максимально-

возможной. На рис. 8 и рис. 9 показаны топологическая и структурная модели самоподобной 

пирамидальной нейронной сети. На структурной модели ранги всех связей равны 1. 

 
 

Рис. 8. Топологическая модель 

пирамидальной самоподобной сети 

Рис. 9. Структурная модель  

пирамидальной самоподобной сети 

Данная сеть может обучиться к трём эталонным функциям, заданным на интервале дли-

ной 16. Используя расчетную формулу (11), непосредственно из структурной модели получим
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  4 3 4 2 1 6 2 1 3 12 6 48S H             . При произвольном выборе трёх функций необхо-

димо задать 48 значений, что совпадает с полученным числом степеней свободы пирамидаль-

ной сети. Таким образом, рассматриваемая сеть является глубокой в том смысле, что её потен-

циал обучения используется полностью, и покрывает все допустимое многообразие эталонных 

сигналов. 

5.3. Информационная емкость нейросетевой памяти образов. В [9] показано, что са-

моподобная пирамидальная сеть обратной ориентации может быть эффективно использована 

для хранения одномерных и многомерных образов. Пластичность нейронной сети здесь трак-

туется как информационная емкость памяти. На рис. 10 и рис. 11 приведен пример нейросете-

вой памяти в топологическом и структурном представлении пирамидальной сети. Ранги всех 

связей структурной модели равны 1. 

  

Рис. 10. Топологическая модель  

нейросетевой памяти образов 

Рис. 11. Структурная модель  

нейросетевой памяти образов 

Данная нейронная сеть обеспечивает хранение двух произвольных дискретных функций, 

заданных на интервале длиной 16M  . Используя расчетную формулу (11), непосредственно 

из структурной модели получим      1 2 14 2 2 8 28 32S H         . Для задания двух функ-

ций на интервале длиной 16 требуется определить 32 значения. Таким образом, сеть полно-

стью использует свой потенциал для хранения функций и поэтому относится к категории сетей 

с глубокой степенью обучения. В отличии от кристаллов цифровой памяти с последователь-

ным хранением данных, где восстановление образа происходит за счёт последовательного 

опроса ячеек, в памяти на БНС все пикселы образа восстанавливаются одновременно, что по-

тенциально обеспечивает сверхвысокое быстродействие при считывании памяти. 

Заключение. Пластичность нейронных сетей характеризует дифференциальную способ-

ность нейронной сети к обучению. Можно сказать, что качество одной нейронной сети лучше 

другой, если первая при прочих равных условиях обладает лучшей пластичностью. Но важно 

заметить, что дифференциальные оценки дают только линейное приближение для локальной 

области операторного пространства нейронной сети. Нелинейные свойства нейронной сети 

при этом игнорируются. Можно считать, что полученные численные значения являются ниж-

ней границей для оценки информационной емкости сети. В настоящее время не существует 

методов, позволяющих корректно учесть вклад нелинейностей в интеллектуальный потенциал 

нейронных сетей произвольной архитектуры. Однако наблюдается тенденция упрощения не-

линейных элементов, например, замена их полулинейными элементами типа ReLU [10], что 

во многом обусловлено технологическими ограничениями при аппаратной реализации 

нейронных сетей. Элементы ReLU в этом случае выполняют роль управляемых ключей, а 

нейронная сеть работает в кусочно-линейном режиме.  
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 В данной работе получены формулы расчета степени пластичности самоподобных мно-

гослойных нейронных сетей. Приведенные выражения позволяют определить точное значение 

степени пластичности на основе структурных характеристик нейронной сети. Расчетные фор-

мулы базируются на теореме «О параллельных путях», которая утверждает, что структурные 

модели самоподобных сетей не содержат параллельных путей. Сети, в которых отсутствуют 

параллельные пути, называются также слабосвязанными [11, 12]. Класс слабосвязанных сетей 

несколько шире класса самоподобных сетей, в частности, к этому классу относятся полносвя-

занные многослойные сети, однослойные персептроны, двухслойные ядерные сети с произ-

вольной структурой. Полученные расчетные формулы применимы ко всему классу регуляр-

ных слабосвязанных сетей. В [11] представлен также графический расчет числа степеней сво-

боды для слабосвязанных сетей общего вида. 
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Abstract. The plasticity of multilayer modular neural networks with the characteristic property of self-similarity 

is investigated in the paper. The concept of degrees of freedom, known from mechanics, is used to assess plasticity. 

The number of degrees of freedom of the network is estimated by the maximum dimension of the operator manifold 

of the neural network formed by variation of the parameters of neural modules and the presence of intermodule 

connections. To obtain plasticity estimates, neural modules are considered as linear operators of fixed rank. 

Calculation formulas for calculating the dimension of the operator manifold of a neural module outside and within 

the network are obtained. A neural network is considered as a dual operator of a complex structure, the input and 

output of which are vector spaces. At the level of the structural model, the concept of modal network states is 

introduced, characterizing the dimensions of vector subspaces at the input and output of neural modules in the 

network. The dimensionality of the network manifold is estimated through its modal states. It is noted that self-

similar networks belong to a class of weakly coupled networks for which the calculation of modal states does not 

cause difficulties. Exact formulas for calculating the degree of plasticity of weakly coupled neural networks are 

obtained, the results of the analysis are used to assess the plasticity of fast neural networks (BNS), and their subsets 

- pyramidal BNS of direct and reverse orientation. 

Keywords: Neural network, structural model, self-similarity, modal states, plasticity, degrees of freedom 
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