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Аннотация. В работе с помощью численного моделирования исследуется поведение реагирующих сред 

со стохастическим пространственным распределением реакционной способности. Для таких систем 

ставится задача определения границ тепловой устойчивости и поведения в закритических условиях. Эти 

задачи решаются численно с помощью метода Монте-Карло. Проводится анализ результатов 

моделирования, оцениваются статистические характеристики процессов зажигания в стационарной и 

нестационарной постановках. Новизна работы заключается в установлении зависимостей между 

разбросом реакционной способности и дисперсией характеристик зажигания. Результаты работы могут 

быть полезны при анализе поведения химических систем со случайным распределением реагирующих 

компонентов.  

Ключевые слова: стохастический процесс, тепловой взрыв, критические условия, математическое 

моделирование 

Цитирование: Донской И.Г. Численный анализ статистических закономерностей теплового зажигания в 

стохастической среде / И.Г. Донской, Е.И. Гросс // Информационные и математические технологии в науке 

и управлении. – 2024. – № 1(33). – С. 66-77. – DOI:10.25729/ESI.2024.33.1.006. 

Введение. Критические явления, в том числе связанные с инициированием и тушением 

процессов горения, могут быть чувствительны к случайным шумам. Такое влияние может 

быть определяющим при больших вариациях реакционной способности и макроскопических 

потоков, например, в дисперсных средах [1, 2] и турбулентных течениях [3–5]. Стохастиче-

ский характер изменения переменных приводит к тому, что решение может стать неустойчи-

вым при любых начальных условиях, даже если решение усредненного уравнения устойчиво. 

В связи с этим появляются вопросы о вероятностях осуществления устойчивых режимов и 

ожидаемых временах «убегания». Актуальность исследования таких явлений связана с типич-

ными задачами хранения и использования топлив: хранение топлива требует исключения воз-

можности зажигания; конверсия топлива, напротив, требует обеспечения устойчивого зажи-

гания для минимизации потерь с недожогом и вредных выбросов. 

Исследование критических явлений в изотермических системах проводилось в работах 

[6, 7]. Адиабатическая постановка задачи о тепловом взрыве (задача Тодеса) рассматривалась 

в работах [8–10], где было показано, что при достижении критических условий влияние флук-

туаций меняется с гасящего на усиливающее. В работах [11–14] численно оценивался порог 

по числу частиц для перехода к континуальной модели. 

Задача Семенова со стохастическим слагаемым рассматривалась в работах [15, 16]. В 

отличие от адиабатической задачи, в задаче с теплопотерями могут сосуществовать два устой-

чивых стационарных решения, поэтому потенциал в уравнении Фоккера-Планка является би-

стабильным: динамика такой системы определяется вероятностью преодоления барьера [17]. 

Влияние флуктуаций температуры потока на устойчивость каталитической частицы исследо-

валось в работах [18]: интересным результатом этих работ является вывод о неизбежности 

теплового взрыва при любых начальных условиях (интенсивность флуктуаций определяет 

ожидаемое время зажигания). Флуктуации коэффициентов переноса рассматривались в [19, 

20].  
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Уравнение Фоккера-Планка для задачи Франк-Каменецкого исследовалось в работах [21, 

22]. Исследование устойчивости решений на основе вариационных методов проводилось в ра-

ботах [23, 24]. Оценки устойчивости реакционных сред с заданным распределением реакци-

онных центров по энергиям получены в работе [25]. 

Статистические закономерности играют важную роль в химической технологии, где теп-

ловая устойчивость экзотермических реакторов определяется распределением активных ча-

стиц в зернистом слое [1, 26, 27]. Случайное распределение реагирующего компонента может 

оказывать влияние на выгорание твердых топлив [28, 29]. Перколяционные режимы горения 

исследовались в работах [30–32]. 

Тепловая устойчивость проточного реактора идеального перемешивания с флуктуаци-

ями реакционной способности (числа Дамкелера) теоретически исследовалась в работе [33], 

где для стационарных состояний были получены приближенные зависимости между парамет-

рами, в явном виде содержащие дисперсионные слагаемые. Моделирование реакторов частич-

ного перемешивания с флуктуациями скорости перемешивания проводилось в работах  

[34, 35]. 

Большая часть неопределенности связана, безусловно, с коэффициентами реакционной 

способности и точностью задания начальных условий. Для исследования этих факторов в ра-

ботах [36, 37] проводились многовариантные расчеты. В некоторых случаях дисперсия реак-

ционной способности может быть ключевым фактором, определяющим тепловую устойчи-

вость решений системы уравнений тепломассопереноса в реагирующей среде. Эта дисперсия, 

однако, связана с распределением активных центров, поэтому величина флуктуации зависит 

от пространственных координат, но не от времени. Такое приближение ограничивает область 

применимости результатов системами, в которых неоднородность является макроскопиче-

ской, например, связана со случайным характером засыпки в зернистом слое, или распределе-

нием активных частиц по поверхности насадки, при этом реагент в подвижной фазе распреде-

лен непрерывно (в первом приближении – однородно). Расчетные исследования таких систем 

проводились в работах [38, 39] для пористых каталитических гранул. Целью настоящей ра-

боты является исследование зависимости характеристик зажигания от параметров распреде-

ления реакционной способности. Для этого проводятся расчеты методом Монте-Карло для 

стационарной и нестационарной задач теплового взрыва, а также определяются статистиче-

ские свойства практически важных величин. 

В настоящей работе рассматривается образец, в котором случайным образом распреде-

лены реакционные центры (частицы топлива, или частицы катализатора, или поверхностные 

дефекты). Для такого образца определяются условия существования теплового равновесия. 

Сначала мы рассмотрим наиболее простые варианты неоднородного распределения реакцион-

ной способности по образцу, затем перейдем к решению стохастической задачи теплового 

взрыва в квазистационарном приближении, и, наконец, исследуем влияние стохастичности на 

нестационарные процессы и отбор стационарных состояний. 

1. Стационарная задача теплового взрыва в образце со ступенчатым распределе-

нием реакционной способности. Следуя классическим работам, мы записываем уравнение 

теплового взрыва в одномерной постановке в следующем виде [40]: 

  
2

2

d
Fk exp 0

d





  . (1) 

Здесь θ – безразмерная температура, Fk – число Франк-Каменецкого (критическое зна-

чение для единичного отрезка примерно 0.88). Граничные условия для уравнения (1) записы-

ваются следующим образом: 
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Для численного решения уравнений (1) используется итеративный алгоритм, подробно 

описанный в [25, 38]: уравнение расщепляется, распределение температуры определяется для 

заданного распределения источника, затем источник переопределяется для нового распреде-

ления температуры; итерации продолжаются до тех пор, пока температура не превышает до-

пустимое значение (происходит тепловой взрыв), либо до установления стационарного состо-

яния. 

Мы рассматриваем только вариант с плоской симметрией: цилиндрическая и сфериче-

ская симметрия в одномерном случае приводят к неустранимым корреляциям между коорди-

натой и распределением реакционной способности. 

Рассмотрим случай, когда параметр Fk зависит от координаты. Тогда уравнение (1) при 

Fk = const соответствует однородному распределению. Зададим неоднородное распределение, 

например, зададим функцию Fk(ξ) в виде ступенчатой функции. Кроме того, потребуем, чтобы 

среднее значение параметра Fk было равно заданной величине <Fk>. Если реакционная спо-

собность образца концентрируется в области, ограниченной координатами bl и br, то получим 

распределение: 
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Если bl = 0, то реагирующий образец покрыт слоем инертного материала; если br = 1, то 

реакционноспособный слой нанесен на инертный носитель. Такие постановки задачи тепло-

вого взрыва рассматривались в работах [41, 42]. Естественно, что <Fk> = C(br − bl), поэтому 

высота C, в общем случае, больше <Fk>. Результаты расчетов для ступенчатых (П-образных) 

распределений представлены на рис. 1: теплоизоляция ожидаемо снижает критическое значе-

ние <Fk>; расположение реакционноспособного слоя ближе к внешней поверхности позволяет 

повысить тепловую устойчивость образца. 

 
Рис. 1. Зависимость критического значения <Fk>: от ширины реакционного слоя при его 

расположении в центре и на внешней границе (а); и от положения реакционного слоя при его 

постоянной ширине, равной 0.05 (б) 

Таким образом, при неоднородном распределении реакционной способности тепловой 

взрыв в образце возможен при значениях <Fk> меньших, чем 0.88; также возможно и устой-

чивое решение при значениях <Fk> больше 0.88. Расчеты для ступенчатых распределений 
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Fk(ξ) показывают, что расположение реакционного слоя вблизи границ позволяет получить 

критические значения от 0.3 до 170. Таким образом, при случайном распределении мы можем 

получать вероятности того, что решение окажется устойчивым или неустойчивым, в зависи-

мости от того, с какой вероятностью произойдет сгущение реакционных центров в разных ча-

стях образца. При достаточно больших значениях <Fk> будет расти вероятность реализации 

неустойчивого решения, при малых – вероятность реализации устойчивого решения. 

2. Стационарная задача теплового взрыва в образце со стохастическим распределе-

нием реакционной способности. В стохастической постановке параметр Fk является случай-

ным полем: 

    Fk Fk    . (4) 

Здесь <Fk> - среднее число Франк-Каменецкого, η – случайное слагаемое. Для того, 

чтобы разные варианты распределения были сопоставимы между собой, необходимо, чтобы 

среднее значение Fk сохранялось, т.е. <η(ξ)> = 0. Удобно принять, что флуктуации нескорре-

лированы. 

Еще одно необходимое условие – это неотрицательность Fk, поэтому в каждой точке 

|η(ξ)| ≤ <Fk>. Для численного моделирования возьмем генератор случайных чисел в диапазоне 

(0, 1) и будем задавать случайное распределение Fk по формуле: 

     1

0Fk Fk 1 2 1        . (5) 

Здесь Δ – максимальный разброс значений, отклонение от среднего (не превышает 1), η0
1 

– случайное число из диапазона (0, 1). Расчеты проводятся следующим образом: для большого 

набора случайно сгенерированных распределений Fk(ξ) решается уравнение (1), после чего 

определяется доля устойчивых и неустойчивых решений. Тогда, задаваясь разными значени-

ями <Fk>, можно оценить вероятность теплового самовоспламенения в системе со случайным 

распределением реакционной способности. Для расчетов использовались следующие значе-

ния параметров: число узлов сетки – 500; число случайных конфигураций для каждого значе-

ния <Fk> – 1000; шаг по <Fk> – 0.005; шаг по Δ – 0.1. 

На рис. 2 приведены зависимости вероятности зажигания, рассчитанные, как число слу-

чайных конфигураций, для которых не было найдено стационарное решение. С увеличением 

Δ ширина переходной области между безопасными и взрывными режимами увеличивается. 

Если принять, что каждое сечение Δ = const соответствует своей функции распределения, 

то можно оценить изменение дисперсии распределения с ростом Δ. На рис. 3 показаны резуль-

таты аппроксимации функций плотности вероятности (производных от Pign по <Fk>) для раз-

ных Δ. Можно видеть, что численные результаты хорошо аппроксимируются гауссианами: 

вероятность зажигания имеет экстремум при изменении <Fk>. Экстремумы функций плотно-

сти распределения (рис. 3) соответствуют точкам перегиба соответствующих функций распре-

деления (рис. 2). Средним (при этом, содержащим наибольшую неопределенность) оказыва-

ется значение <Fk> для равнораспределенного случая, т.е. классическое критическое значение 

Fk = 0.88. Зависимость дисперсий аппроксимирующих плотностей распределения, приведен-

ных на рис. 3, линейно зависит от Δ (см. рис. 4). 

Полученная зависимость позволяет оценивать диапазоны устойчивости для систем со 

стохастическим распределением реакционной способности. Для заданного уровня отклонений 

от среднего можно оценить дисперсию плотности вероятности зажигания (при аппроксимации 

нормальным распределением), и выбрать значение <Fk>, соответствующее нужному режиму 

протекания химической реакции. 
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Рис. 2. Зависимость вероятности зажигания от параметров распределения реакционной 

способности 

 

 

 
Рис. 3. Аппроксимации плотностей распределения гауссовыми кривыми. 

 

 
Рис. 4. Зависимость дисперсии вероятности зажигания от максимального отклонения от 

среднего в формуле (5) 

3. Нестационарная задача зажигания в образце со стохастическим распределением 

реакционной способности. Система уравнений для описания нестационарных процессов в 

образце с распределенной реакционной способностью записывается следующим образом: 
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. (7) 

Здесь t – безразмерное время (приведенное к скорости тепловой релаксации), Θ – тепло-

вой эффект реакции, φ – концентрация реагента, Le – число Льюиса, Da – число Дамкелера, Ar 

– число Аррениуса. Граничные условия для температуры и концентрации записываются сле-

дующим образом: 

  ,0 0t








;  ,1 0t  ;  ,0 0t









;  ,1 1t  . (8) 

Начальными условиями являются однородно распределенные поля температуры и кон-

центрации: 

  0, 0   ;  0, 1   . (9) 

Число Дамкелера является случайным полем: 

     1

0Da Da 1 2 1        . (10) 

Система уравнений (6–10) может служить моделью каталитических процессов для пори-

стых сред (например, слоя насадки) со случайным распределением каталитически активных 

центров по объему – за счет распределения каталитических центров по поверхности насадки 

или за счет распределения каталитических гранул в слое инертных частиц. Подобные системы 

исследовались в работах [1, 39]. 

Как и в предыдущем разделе, будем искать распределение решений с разными случай-

ными полями с фиксированным средним значением <Da> = 0.02. Значения других параметров: 

Θ = 50, Le = 0.5, Ar = 0.02 (выбраны таким образом, чтобы зажигание достигалось за время 

порядка нескольких чисел Фурье). Начальным условием является однородное распределение 

температуры и концентрации. Значение параметра <Fk> для стационарного аналога в этом 

случае оказывается выше критического (<Fk> = <Da> Θ = 1 > 0.88), поэтому для всех случаев 

наблюдается устойчивое зажигание (см. рис. 3). При этом, однако, в зависимости от конкрет-

ной реализации распределения реакционной способности, время зажигания будет разным. Це-

лью расчетов является получение расчетного распределения времени зажигания при выбран-

ных значениях параметров. 

Нестационарные расчеты требуют большего вычислительного времени, поэтому, по 

сравнению со стационарными расчетами, было выбрано меньшее число реализаций (150 для 

каждого значения Δ). Разностная схема записывается следующим образом: 
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Схема (11–12) получается из уравнений (6–7) путем дискретизации и расщепления по 

физическим процессам. Здесь индекс 0 относится к предыдущему временному слою. Как 

видно из рис. 5, схема (11–12) имеет первый порядок аппроксимации по времени и по про-

странству (из-за нелинейности и резких градиентов в приграничной области, второй порядок 

аппроксимации по пространственному шагу остается лишь верхней оценкой). В расчетах ис-

пользуются следующие параметры сетки: τ = 8×10-3; h = 10-3. Погрешность определения вре-

мени зажигания при этом составляет около 2%. 
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Рис. 5. Определение порядков сходимости разностной схемы (11)-(12): 

 ε – оценка погрешности численного решения; h – шаг пространственной сетки;  

τ – шаг временной сетки 

В отличие от расчетов в предыдущем разделе, нас интересует распределение динамиче-

ских характеристик. Основной такой характеристикой является время зажигания, которое 

определяется как время достижения максимальной скорости роста температуры в центре об-

разца. Результаты расчетов приведены на рис. 6 и 7: среднее время зажигания практически не 

меняется, а зависимость дисперсии распределения времени зажигания от разброса опять 

можно аппроксимировать прямой линией. Увеличение дисперсии вполне ожидаемо, хотя ли-

нейный характер ее зависимости от разброса реакционной способности не очевиден. Веро-

ятно, полученные качественные зависимости будут сохраняться для других значений парамет-

ров (положение границы между докритическими и сверхкритическими режимами, как пра-

вило, слабо зависит от особенностей уравнения (7)). Для подтверждения этих закономерно-

стей, однако, требуются более развернутые расчеты с варьированием всех параметров задачи. 

Отметим, что полученные результаты соответствуют наиболее грубым предположениям 

о кинетике химических реакций. При переходе к явлениям зажигания даже в простейших га-

зовых системах требуется анализ большого числа одновременно протекающих гомогенных и 

гетерогенных превращений [43]. Представленные результаты соответствуют условиям, когда 

тепловое самоускорение и стохастическая природа реагирующей среды являются определяю-

щими факторами. 

 

 
Рис. 6. Распределение времен зажигания (отн. ед.) при разных значениях максимального 

разброса реакционной способности 
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Рис. 7. Зависимость среднего времени зажигания (а) и дисперсии распределения времени 

 зажигания (б) от максимального разброса реакционной способности в формуле (9) 

Заключение. В работе проведены расчеты для оценки тепловой устойчивости реагиру-

ющих сред со стохастическим полем реакционной способности в одномерном приближении. 

Расчеты проводятся методом Монте-Карло, параметром является разброс реакционной спо-

собности (по физическим соображениям, он меняется от 0 до 1). Анализ результатов показы-

вает, что критическое значение числа Франк-Каменецкого для однородной задачи соответ-

ствует точкам перегиба для распределений вероятности зажигания в квазистационарном при-

ближении. 
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Abstract. In this work, we use numerical modeling, to study the behavior of reacting media with a stochastic 

spatial distribution of reactivity. The aim is to determine the boundaries of thermal stability and ignition behavior 

under supercritical conditions for such systems. These problems are solved numerically using the Monte Carlo 

method. The simulation results are analyzed and the statistical characteristics of ignition processes in stationary 

and non-stationary settings are assessed. The results of the work can be useful in analyzing the behavior of 
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