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Введение. Современная экономика аграрного сектора все больше требует от руководи-

телей умения видеть перспективы, принимать эффективные стратегические управленческие 

решения в сложившихся рискованных условиях хозяйствования [1]. Более того, специфиче-

ские особенности самого сельского хозяйства объективно требуют учета факторов неопреде-

ленности при планировании сельскохозяйственного производства. Эффективным инструмен-

том для решения сложных задач является моделирование разных сторон процессов эконо-

мики. Теорией и практическими аспектами применения задач оптимизации, в том числе задач 

линейного программирования, и их решения занимались многие исследователи [2 - 10].   

При планировании производства аграрной продукции можно использовать задачи пара-

метрического программирования при условии связи коэффициентов при неизвестных и (или) 

правых частей ограничений с параметром или параметрами [11 - 13].    

Помимо этого, для более качественного учета факторов производственного риска хо-

рошо себя зарекомендовали оптимизационные стохастические модели, описанные в работах 

[14 - 17].  В исследованиях [13, 18, 19, 20] обосновано значительное влияние на производство 

аграрной продукции качества и плодородия земель и их неоднородность. 

Научная новизна работы заключается в обобщении трех видов моделей, которые свя-

заны между собой благодаря возможности выделения в многолетних рядах некоторых произ-

водственно-экономических характеристик многоуровневых трендов [21], позволяющих мо-

делировать усредненные, благоприятные и неблагоприятные ситуации производства аграр-

ной продукции [22]. В отличие от многоуровневых моделей, приведенных в работе [22], эти 

модели учитывают неоднородность сельскохозяйственных угодий, обладающих разным пло-

дородием [13, 20]. Кроме того, с помощью трендов последовательностей нижних уровней 

рядов определяются вероятностные события [21], которые учитываются при оптимизации 

производства аграрной продукции в условиях больших ущербов. Другими словами, в отличие 

от ранее разработанных моделей, предложенные модели отражают неоднородность земель в 

сочетании с особенностью иерархии рядов характеристик, описывая разные условия произ-

водства аграрной продукции. Практическое значение такого подхода к планированию связано 

с улучшением моделирования реальной ситуации за счет уменьшения неопределенности ха-

рактеристик моделей. Преимущество предлагаемых моделей относительно других [6, 8, 9, 
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14] заключается в возможности привлечения для решения задачи значительно большего объ-

ема информации за счет современных средств мониторинга, определяющих состояние раз-

ных аспектов деятельности сельскохозяйственного товаропроизводителя.  

Целью работы является описание трех моделей линейного программирования для оп-

тимизации производства аграрной продукции в условиях неоднородности земель: сочетание 

отраслей растениеводства и животноводства; планирование аграрного производства на ос-

нове прогностических зависимостей и учета вероятных потерь урожая.  

Материалы и методы. При построении математических моделей и решении задач при-

влечены следующие материалы: 1) производственно-экономические характеристики, описы-

вающие производство аграрной продукции; 2) сведения о земельных ресурсах, их механиче-

ском, почвенном, химическом и биологическом составе; 3) данные об урожайности зерновых 

культур и другие. Для решения поставленных задач использованы методы математического 

программирования, теории вероятностей и математической статистики [2, 3, 23]. Дополни-

тельно к этому осуществлялось выделение из рядов производственно-экономических харак-

теристик последовательностей верхних и нижних уровней [21] согласно методу [24] для по-

строения многоуровневых трендов. В группу событий выделены значения, располагающиеся 

ниже тренда последовательностей низких уровней рядов производственно-экономических 

характеристик. Для вероятностной оценки событий формировались ряды разностей факти-

ческих данных и значений тренда последовательности нижних уровней ряда. В качестве за-

кона распределения использовано распределение Пирсона III типа.  

При решении задач на примерах использованы данные условного сельскохозяйствен-

ного предприятия Усольского района и многолетние сельскохозяйственные характеристики 

муниципального образования за 1996 – 2022 годы.  

Решением задачи параметрического программирования являются оптимальные планы 

объемов производства аграрной продукции на краткосрочную перспективу для усредненных 

и благоприятных ситуаций при максимизации прибыли. 

При реализации модели стохастического программирования определялись оптималь-

ные планы с учетом вероятных событий при максимизации прибыли. Другими словами, рас-

сматривалось планирование в условия больших потерь урожая. 

Решение задач по выделению многоуровневых трендов осуществлялось с помощью 

разработанного программного комплекса «Многоуровневое прогнозирование показателей 

аграрного производства», в создании которого участвовал один из авторов статьи. Что каса-

ется решения задач математического программирования, то для этого использован разрабо-

танный программный комплекс «Управление рисками при планировании аграрного произ-

водства» (Иваньо Я.М., Петрова С.А., 2016), в котором применена библиотека lp_solve. Оба 

программных комплекса прошли тестирование и апробацию и получили свидетельство о гос-

ударственной регистрации программ для ЭВМ. 

Основные результаты. Для оптимизации производства аграрной продукции были раз-

работаны три вида математических моделей, учитывающих неоднородность земельных ре-

сурсов по плодородию. 

В этих моделях в качестве целевой функции могут быть использованы доход или при-

быль организации, муниципального района, природно-климатической зоны от деятельности 

сельскохозяйственных товаропроизводителей. Ограничением задачи математического про-

граммирования являются земельные, производственные и топливные ресурсы, соответству-

ющие показателю продуктивности участков пашни. 

Для решения задачи оптимизации производства аграрной продукции с учетом неодно-

родности земель разработаны три математические модели.  
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Линейная модель оптимизации сочетания производства растениеводческой и живот-

новодческой продукции. Максимальная прибыль, получаемая от производства растениеводче-

ской и животноводческой продукции равна: 

  
     

+=
Ii Jj Ss Kk Ll Vv

klvklvijsijs xcxcf '   (1) 

где cijs – прибыль, получаемая с единицы площади поля i на участке j в виде продукции s 

(руб./га); 
'
klvc – прибыль, получаемая от производства единицы продукции вида v по техноло-

гии l от животного вида k (руб./гол.); xijs, xklv – неизвестные задачи линейного программиро-

вания с размерностями га и гол..  

Ограничения по ресурсам имеют вид: 

 
 


Ii Jj

sijs Ax ,  (2) 

 
 


Ll Vv

kklv Bx ,  (3) 

где As и Bk – имеющиеся в распоряжении предприятия земельные ресурсы для производства 

продукции s (га) и возможности по содержанию сельскохозяйственных животных вида k 

(гол.). 

Неравенство по производству заданного объема продукции выглядит так: 

 ,Dxx
Ii Jj Ss Kk Ll Vv

klvklvijsijs + 
     

   (4) 

где αijs и βklv – объемы производства с единицы площади поля i на участке j растениеводческой 

продукции s (т/га) и объемы производства животноводческой продукции v по технологии l от 

животного вида k (т/гол.); D – заданный объем получения продукции (т).  

Ограничение по использованию трудовых ресурсов: 

 ,Exwxd
Ii Jj Ss Kk Ll Vv

klvklvijsijs + 
     

  (5) 

где dijs и wklv – трудозатраты на производство растениеводческой продукции s с единицы пло-

щади поля i на участке j (чел.ч/га) и животноводческой продукции v по технологии l от жи-

вотного вида k (чел. ч/гол.); E – возможности использования трудозатрат (чел. ч). 

Связь отраслей растениеводства и животноводства посредством введения ограниче-

ния по обеспеченности животных элементам питания: 

 ,)( 
    

+
Kk Ll Vv

klvzklv

Ii Jj Ss

ijsijszijsijszijs xbxmu    (6) 

где иzijs – содержание элемента питания z в единице кормовой продукции, полученной от про-

изводства растениеводческой продукции s с единицы площади поля i на участке j (кг/т);  ijs

- объем производства с единицы площади поля i на участке j растениеводческой продукции s 

(т/га); λzijs - содержание элемента питания z в единице побочной кормовой продукции (кг/т); 

mijs – выход с единицы площади побочной кормовой продукции, полученной от производства 

кормов s с единицы площади поля i на участке j (т/га); bzijs – минимальная потребность в эле-

менте питания z единицы поголовья от производства животноводческой продукции v по тех-

нологии l животного вида k (кг/гол.). Причем z  Z, где Z – количество элементов питания. 

Очевидно, что неизвестные модели должны быть неотрицательными: 

 .0 , klvijs xx   (7) 

Параметрическая модель оптимизации производства аграрной продукции. Модель (1) 

– (7) может быть преобразована при условии, что коэффициенты при неизвестных и/или огра-

ничения связаны с параметрами. В этом случае задачу линейного программирования можно 
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преобразовать в задачу параметрического программирования. Опыт показывает, что во мно-

гих случаях трудозатраты на производство единицы продукции и урожайность сельскохозяй-

ственных культур, которые входят в левые части ограничений, могут быть описаны значи-

мыми трендами или авторегрессионными выражениями [11]. 

В этом случае целевая функция (1) останется неизменной. Аналогичным образом не 

претерпят преобразования ограничения (2), (3), (6) и (7). Что касается неравенств (4) и (5), то 

они примут следующий вид. 

Неравенства по производству продукции и затратам ресурсов: 

 ),()()( tDxtxt
Ii Jj Ss Kk Ll Vv

klvklvijsijs + 
     

  (8) 

 ),()()( tExtwxtd
Ii Jj Ss Kk Ll Vv

klvklvijsijs + 
     

  (9) 

где αijs(t) и βklv(t) – объемы производства с единицы площади поля i на участке j растениевод-

ческой продукции s (т/га) и объемы производства животноводческой продукции v по техно-

логии l от животного вида k (т/гол.); D(t) – объем получения продукции (т), связанный с t: 

dijs(t) и wklv(t) – трудозатраты на производство растениеводческой продукции s (чел. ч/га) с 

единицы площади поля i на участке j и животноводческой продукции v по технологии l от 

животного вида k (чел. ч/гол.); E(t) – возможности использования трудозатрат (чел. ч)) в за-

висимости от t. В неравенствах (8) и (9) t – параметр, характеризующий время.  

Приведенная модель является однопараметрической и предполагает, что некоторые ко-

эффициенты левых частей ограничений характеризуются значимыми трендами. Решение за-

дачи (1) – (3), (6) – (9) позволяет определять оптимальные планы, соответствующие макси-

мальной прибыли в зависимости от параметра t. Поскольку с помощью тренда можно полу-

чить прогностические значения, их использование в экстремальной задаче позволяет с опре-

деленной точностью планировать производственные показатели. 

Стохастическая модель оптимизации производства аграрной продукции с учетом рис-

ков производства аграрной продукции. Помимо неоднородности участков земельных ресур-

сов в модели учитываются риски, связанные с неблагоприятными климатическими услови-

ями и экстремальными событиями, а также вредителями и болезнями растений, заразными и 

незаразными болезнями сельскохозяйственных животных. Возможно сочетание биологиче-

ских и гидрометеорологических событий в течение одного года.  

С одной стороны, учет неоднородности земель способствует повышению уровня адек-

ватности описания реальной ситуации при производстве аграрной продукции. Однако увели-

чение доходов сельскохозяйственного товаропроизводителя при правильном использовании 

разных по продуктивности участков не гарантирует отсутствия потерь, вызванных неблаго-

приятными гидрометеорологическими и биологическими событиями. Эти события с разной 

степенью влияют на производственно-экономические показатели хозяйства, муниципального 

района и природно-климатической зоны, включающей в себя группу районов. Особый инте-

рес вызывает моделирование производства аграрной продукции при формировании редкого 

события.  

Максимальный доход от производства растениеводческой и животноводческой продук-

ции запишем как: 

 ])  , ,([  XfP , (10) 

где X – вектор неизвестных модели, включающий в себя xijs, xklv – искомые переменные с раз-

мерностями га и гол.,   и – векторы случайных коэффициентов, в которые входят 
p
wijs  – 

вероятностная оценка потерь с единицы площади поля i на участке j в виде продукции s от 
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экстремального явления вида w (т/га) и 
p
wklv  – вероятностная оценка потерь от производства 

единицы продукции вида v по технологии l от животного вида k, вызванные экстремальным 

явлением вида w (руб./гол.), P – вероятность;   –некоторый порог целевой функции; 

Ограничения по ресурсам: 

 ,
 

−
Ii Jj

p
wsijs Ax  (11) 

 ,
 

−
Ll Vv

p
wkklv Bx   (12) 

где As и Bk – имеющиеся в распоряжении предприятия земельные ресурсы (га) и возможности 

по содержанию сельскохозяйственных животных (гол.); 
p
w  – вероятные потери площадей 

(га), подверженных экстремальным явлениям w, 
p

w – вероятные потери продукции живот-

новодства как результата влияния события w (гол.). 

Неравенство по производству продукции можно записать как: 

,Dxxxx klv

Ww Ii Jj Ss Ww Kk Ll Vv

p
wklvijs

p
wijs

Ii Jj Ss Kk Ll Vv

klvklvijsijs −−+    
            

 (13) 

где αijs и βklv - объемы производства с единицы площади поля i на участке j растениеводческой 

продукции s (т/га) и объемы производства животноводческой продукции v по технологии l от 

животного вида k (т/гол.); 
p
wijs – вероятные потери продукции с единицы площади поля i на 

участке j вида s, вызванные событием w (т/га); 
p

wklv – вероятные потери производства живот-

новодческой продукции v по технологии l от животного вида k под воздействием события w 

(т/гол.); D – заданный объем получения продукции (т). 

Ограничение по использованию трудовых ресурсов запишем в виде:  

 , 
     

++
Ww

p
w

Ii Jj Ss Kk Ll Vv

klvklvijsijs MExwxd   (14) 

где dijs и wklv – трудозатраты на производство растениеводческой продукции s с единицы пло-

щади поля i на участке j (чел. ч/га) и животноводческой продукции v по технологии l вида k 

(чел. ч/гол.); E – возможности использования трудозатрат (чел. ч); 
p
wM –дополнительные тру-

дозатраты по смягчению потерь от воздействия события w (чел. ч).  

Cвязь отраслей растениеводства и животноводства посредством введения ограничения 

по обеспеченности животных элементами питания: 

 ,)( 
    

−−+
Kk Ll Vv

klvzklv

Ii Jj Ss

ijs
p

zijs
p

zijsijszijsijszijs xbxumu
ijsijs

  (15) 

где иzijs – содержание элемента питания z в единице кормовой продукции, полученной от про-

изводства растениеводческой продукции s с единицы площади поля i на участке j (кг/т); ijs

– объем производства с единицы площади поля i на участке j растениеводческой продукции 

s (т/га); λzijs – содержание элемента питания z в единице побочной кормовой продукции s, 

полученной с поля i на участке j (кг/т); mijs – выход с единицы площади побочной продукции, 

полученной от производства кормов s с единицы площади поля i на участке j (т/га); bzijs – 

минимальная потребность в элементе питания z единицы поголовья от производства живот-

новодческой продукции v по технологии l животного вида k (кг/гол.); 
p

ijs
 – вероятные (p) 

потери продукции с единицы площади поля i на участке j растениеводческой продукции s 
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(т/га); 
p

ijs
  – вероятные (p) потери побочной продукции с единицы площади поля i на участке 

j растениеводческой продукции s (т/га), причем z  Z.  

Неотрицательность неизвестных модели описывается неравенством (7). 

Информационное обеспечение моделей оптимизации производства аграрной продук-

ции. Информационное обеспечение моделей оптимизации производства аграрной продукции 

включает в себя сбор, хранение и анализ данных. Для обеспечения модели достоверными 

сведениями можно использовать средства дистанционного зондирования земли, показатели 

датчиков сельскохозяйственной техники и мониторинга разных видов животных.  

Важным этапом является сбор данных о физических, химических и биологических 

свойствах почвы, агроклиматических условиях, о развитии биомассы растений и урожая и 

других факторах, влияющих на результаты производства. Кроме того, необходимы экономи-

ческие данные, связанные с затратами на производство, доходами, ценами на продукцию и 

топливо, семенами, удобрениями, техникой; технологическим перевооружением. 

Для расширения возможностей использования моделей необходимо накапливать и хра-

нить производственно-экономическую, агрометеорологическую, гидрологическую, экологи-

ческую, историко-архивную и другие виды информации. Поэтому создаются базы знаний и 

базы данных с большими объемами данных.  

Примеры реализации моделей. Для разработки модели производства аграрной продук-

ции были проанализированы основные характеристики условного предприятия:  

− посевная площадь разных сельскохозяйственных культур; 

− энергозатраты; 

− объемы производства; 

− трудозатраты; 

− экономические характеристики;  

− потери как результат влияния неблагоприятных условий, 

Модель описывает предприятие с тремя неоднородными по плодородию полями для 

выращивания пшеницы, ячменя и овса, т.е. рассмотрена растениеводческая отрасль без жи-

вотноводства. Каждое поле разделено на неоднородные участки, урожайность на каждом из 

которых имеет свои особенности. Поскольку модель позволяет оптимизировать площади или 

объемы производства растениеводческой продукции, при ее реализации использованы пер-

вое слагаемое целевой функции (1), ограничения (2), а также (7), (8) и (9) без учета отрасли 

животноводства. 

Для построения задач параметрического программирования использованы тренды уро-

жайности сельскохозяйственных культур, отображающие тенденции всего ряда и последова-

тельности ложбин [24]. В качестве трендов определены логистическая и асимптотическая 

функции для описания коэффициентов αijs(t) неравенства (8): 

 ,
)1(

)(

max

t

ijs

ijs
ijse

a
ta

−
+

=  (16) 

 ,)()( minmaxmax t

ijsijsijsijs
ijseaaata

−
−−=   (17) 

где 
max
ijsa – уровень насыщения, 

min
ijsa  – значение функции в начальный момент времени, ijs

– скорость роста функции. 

Уровень насыщения выделен по наибольшему значению урожайности зерновых куль-

тур с добавлением точности ее оценки.  
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В приведенном примере принято допущение, что трудозатраты на производство расте-

ниеводческой продукции s с единицы площади поля i на участке j dijs(t), входящие в неравен-

ство (9), являются постоянными за рассматриваемый период. При этом участки в пределах 

поля обладают однородностью. В качестве заблаговременности при прогнозировании уро-

жайности зерновых культур принят 1 год.  

Задача решена для уровней, характеризующих усредненную и низкую урожайность, со-

гласно методике [24]. В таблице 1 приведены значения коэффициентов модели, используемые 

при оптимизации производства зерновых культур. Общая площадь зерновых составила 9800 

га: пшеницы (4866 га), ячменя (3100 га) и овса (1934 га). 

Таблица 1. Значения коэффициентов целевой функции и ограничений, используемых 

в моделях оптимизации производства зерновых культур на предприятии 

Характеристика Коэффициент 

использования 

сельскохозяй-

ственных уго-

дий 

Затраты на го-

рюче-смазочные 

материалы, 

руб./га 

Оплата труда 

руб./га 

Цена реализа-

ции зерна 

Значение 1 2800 - 3400 3000 - 3500 4330 - 8600 

В таблицах 2 и 3 приведены прогностические значения урожайности пшеницы, ячменя 

и овса для разных полей в усредненных и неблагоприятных условиях ведения производства. 

Рассмотрено семь разных полей пшеницы, четыре – ячменя и одно – овса. Оптимальные 

планы приведены в виде объемов производства, поскольку площади сельскохозяйственных 

угодий в задачах оставались неизменными.  

Таблица 2. Результаты решения задачи параметрического программирования в усред-

ненных условиях для зерновых культур 

Характеристики 

Пшеница 

x11 x12 x13 x14 x15 x16 x17 

Урожайность ц/га 25,4 24,1 23,2 25,9 23,7 23,4 25,9 

Объём ц. 11520,0 13350,0 8008,0 12870,0 16140,0 38584,0 18265,0 

Характеристики Ячмень Овес Доход Прибыль 

 x21 x22 x23 x24 x31 

70159,3 

тыс. руб. 

12022,4 тыс. 

руб. 

Урожайность ц/га 24,5 24,7 24,4 24,5 23,1 

Объём ц. 7425,2 18000,0 15207,5 50524,8 46260,0 

Согласно полученным результатам в усредненных условиях предприятие окажется с 

прибылью более 12 млн руб. В случае деятельности сельскохозяйственных товаропроизводи-

телей в неблагоприятных условиях прибыль уменьшится на 42,4 % относительно усреднен-

ной ситуации, а потери урожая составят более 3400 т зерна или 13,4 %.  

Таблица 3. Результаты решения задачи параметрического программирования при не-

благоприятных условиях для зерновых культур 

Характеристики 

Пшеница 

x11 x12 x13 x14 x15 x16 x17 

Урожайность ц/га 19,2 26,7 28,6 23,4 26,9 21,2 28,1 

Объём ц. 10263,42 12093,42 6551,42 11613,80 14883,42 33327,42 17008,88 

Характеристики Ячмень Овес Доход Прибыль 

 x21 x22 x23 x24 x31 

63512,9 

тыс. руб. 

6925,4 тыс. 

руб. 

Урожайность ц/га 22,60 19,50 21,70 22,70 17,70 

Объём ц. 5968,62 16743,80 13950,92 45268,22 34270,6 
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Помимо неблагоприятных ситуаций, тенденция которых может быть описана в виде 

значимого тренда, некоторые значения могут находиться ниже тренда последовательности 

нижних уровней ряда, представляя собой события [21]. Для оценки событий использованы 

законы распределения вероятностей, в конкретном случае – распределение Пирсона III типа. 

Определение вероятностей выделенных событий осуществляется на основе согласования 

аналитической функции распределения эмпирическим данным, полученным как разность 

фактических значений исходного ряда и значений тренда последовательности ложбин. После 

оценки значений и вероятностей событий формируется модель с целевой функцией и огра-

ничениями, реализуемая с помощью программного комплекса «Управление рисками при 

планировании аграрного производства». В таблице 4 приведен один случай моделирования с 

оценками вероятностей наименьших урожайностей, наблюдавшихся на рассматриваемых по-

лях (наихудший вариант производства зерна за почти 30-летний период). Согласно получен-

ному результату, прибыль уменьшится почти на 75 % относительно усредненных условий, а 

потери зерновых превысят 23 %. Оптимальное решение соответствует усредненной вероят-

ности 0,127. 

Для моделирования других ситуаций с использованием метода статистических испыта-

ний определяются разные сочетания вероятностей и соответствующие им урожайности сель-

скохозяйственных культур. Для каждой ситуации строится модель и рассчитывается опти-

мальное решение. При моделировании вероятностей можно использовать их диапазон <0,008 

– 0,46>, полученный на основе эмпирических данных. При необходимости этот диапазон 

можно изменить. 

Таблица 4. Результаты решения задачи с вероятностными оценками с учетом влияния 

на производство событий 

Характеристики 

Пшеница 

x11 x12 x13 x14 x15 x16 x17 

Урожайность ц/га 15,3 15,5 17,8 18,9 15,8 19,6 18,4 

Вероятность 0,0080 0,0090 0,020 0,027 0,044 0,050 0,20 

Объём ц. 10763,20 7668,47 10035,00 8488,61 10475,74 34820,35 12748,63 

Характеристики Ячмень Овес Доход Прибыль 

 x21 x22 x23 x24 x31 

67192,5 

тыс. руб. 

3050,6 тыс. 

руб. 

Урожайность ц/га 20,00 21,10 20,80 17,10 16,7 

Вероятность 0,060 0,23 0,17 0,24 0,46 

Объём ц. 13560,00 2681,25 13020,00 37738,75 34226,52 
 

Заключение. Описаны три математические модели оптимизации производства аграр-

ной продукции с учетом неоднородностей земельных ресурсов: линейная модель сочетания 

отраслей растениеводства и животноводства; параметрическая модель оптимизации произ-

водства аграрной продукции и модель оптимизации производства аграрной продукции в 

условиях влияния на производственные процессы экстремальных событий. 

Приведены примеры решения предложенных моделей для оптимизации производства 

зерновой продукции с учетом неоднородности земельных ресурсов в усредненных, неблаго-

приятных условиях деятельности товаропроизводителей, а также с учетом влияния экстре-

мальных событий на производство. 

Выполнено сравнение результатов, полученных с помощью предложенных моделей. 

Использование рассмотренных математических моделей позволяет оптимизировать 

разные ситуации производственной деятельности товаропроизводителя для принятия эффек-

тивных управленческих решений. 
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Abstract. The article discusses three linear programming models for optimizing the production of agricultural 

products in conditions of land heterogeneity. The first model describes a combination of crop and livestock 

industries. The second parametric programming model allows you to plan the production of agricultural 

products for a certain perspective. The third model characterizes the situation of optimizing the production of 

agricultural products under conditions of risks. Examples of the implementation of the developed models are 

given. 
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