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Аннотация. В статье рассмотрен вывод основных физико-математических зависимостей метода конечных 

элементов для балочного конечного элемента Тимошенко, работающего в условиях поперечного изгиба 

при статическом и динамическом нагружении и позволяющего более точно аппроксимировать поле 

перемещений по сравнению с классической теорией изгиба. Показано, что в этом случае податливость 

конечного элемента складывается из двух составляющих: «изгибной», вызванной действием изгибающего 

момента и «сдвиговой», вызванной действием поперечной силы, а угол поворота поперечного сечения 

отличается от угла наклона касательной к упругой оси изогнутой балки; при этом податливость сдвига 

существенно проявляется в коротких балках, длина которых соизмерима с высотой поперечного сечения. 

Математическая модель построена на основе вариационно-энергетического принципа теории упругости и 

метода конечных элементов. Для указанного типа конечного элемента получены полиномиальные 

функции формы, служащие для аппроксимации поля перемещений, с применением дифференциальных 

зависимостей, известных из курсов сопротивления материалов и теории упругости. Получены матрица 

градиентов функций форм, позволяющая определить вектор деформаций по известным значениям поля 

узловых перемещений, и матрица жесткости, имеющая ключевое значение в решении разрешающей 

системы линейных алгебраических уравнений метода конечных элементов, выражение вектора 

напряжений и внутренних силовых факторов при поперечном изгибе, позволяющее определить их на 

основании узловых перемещений. Для полученной модели конечного элемента проведен анализ точности 

численного решения метода конечных элементов по отношению к аналитическому и представлено 

расхождение результатов расчета при использовании модели чистого изгиба балки и модели Тимошенко. 
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Введение. В инженерном анализе балочных конструкций часто используется модель 

чистого изгиба: предположение, что основной вклад в нагружение балки привносит 

изгибающий момент, а действие поперечной силы менее существенно [1-4]. Однако такое 

утверждение справедливо лишь для балок, длина которых существенно превышает высоту [2]. 

Для коротких балок (рис. 1) вклад поперечной силы в общую картину нагружения 

увеличивается, а у очень коротких балок становится основным. По этой причине крепежные 

элементы (заклепки, призонные болты и т.п.) рассчитываются на чистый сдвиг [1-4]. 

 
а – вал турбины высокого давления; б – шпилька призонная 

Рис. 1. Примеры коротких балок в конструкции турбомашин 

Несмотря на существенное развитие вычислительной техники и математических 

моделей конечных элементов (КЭ) объемного напряженного и деформированного состояния 
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[5-9], балочные КЭ не теряют своей актуальности [10-14], поскольку позволяют существенно 

экономить время расчета модели, что особенно актуально в нелинейных задачах и задачах 

динамики. 

При моделировании крепежных деталей методом конечных элементов большей 

адекватностью обладает математическая модель балки Тимошенко [10, 13], в которой 

учитывается действие обоих внутренних силовых факторов. 

В работе [10] представлено получение матрицы жесткости балочного конечного 

элемента (КЭ) Тимошенко методом обращения матрицы податливостей. Указанный подход в 

некоторых случаях вполне оправдан, однако, не позволяет получить функции формы КЭ, 

аппроксимирующие поле перемещений, что затрудняет расчет внутренних силовых факторов 

КЭ, напряжений и деформаций в нем. Поэтому в данной работе предложена полная 

математическая модель балочного КЭ Тимошенко. 

1. Функции формы конечного элемента. Для получения основных зависимостей 

рассматривается двухузловой КЭ (рис. 2) с узлами i и j в локальной системе координат: начало 

координат расположено в узле i, а ось x направлена вдоль КЭ от узла i к узлу j. Ось y 

направлена вверх. Каждый узел имеет две степени свободы: прогиб vi, vj и угол поворота 

поперечного сечения θ i, θ j. Координата x в узлах i и j принимает значения «0» и «l» 

соответственно. 

 
Рис. 2. Балочный конечный элемент 

Векторы перемещений в точке и в узлах КЭ соответственно имеют вид: 
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Определение поля перемещений в произвольной точке через узловые значения 

осуществляется с применением матрицы функций форм [N], имеющей размерность 2×4: 

      
e

v N v  .  (2) 

Прогиб в произвольной точке полностью определяется четырьмя перемещениями узлов, 

поэтому его аппроксимирующая функция взята в виде полинома третьей степени, 

описывающего изогнутую ось КЭ: 

 2 3

0 1 2 3v a a x a x a x    ,  (3) 

и содержащего четыре постоянных a0…a3. 

Угол наклона касательной к изогнутой оси с учетом малости угла (tg φ ≈ φ) 

 2

1 2 32 3
dv

a a x a x
dx

     .  (4) 

Отличие поперечного изгиба (рис. 3) от чистого заключается в том, что поперечные 

сечения в деформированном состоянии не остаются нормальными к изогнутой оси бруса, а 

отклоняются от нормали на угол сдвига γ [3]: 

 θ = φ – γ,  (5) 

который в пределах одного КЭ считается постоянным. 
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Рис. 3. Углы наклона касательной и поперечного сечения 

Внутренние силовые факторы (изгибающий момент Mz и поперечная сила Qy) 

определяются дифференциальными выражениями, известными из курса сопротивления 

материалов [1-4]: 
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  (6) 

где E – модуль Юнга материала КЭ; Iz – момент инерции поперечного сечения КЭ 

относительно оси z. 

Знак «минус» в последнем выражении взят потому, что изгибающий момент, вызванный 

положительной поперечной силой, уменьшается при возрастании координаты x. 

Угол сдвига определяется на основании закона Гука для касательных напряжений [1-4]. 

При этом касательное напряжение определяется приближенно в предположении о 

равномерном распределении касательных напряжений по сечению: 

 
36

y z

sy sy

Q EI
a

G A G A G


     ,  (7) 

где G – модуль сдвига материала КЭ; Asy – «эффективная» площадь поперечного сечения КЭ 

при сдвиге. 

Таким образом, реальному КЭ с неравномерным распределением касательных 

напряжений по сечению сопоставляется условный КЭ с редуцированной (эффективной) 

площадью поперечного сечения 

 
sy yA k A ,  (8) 

где ky – коэффициент, зависящий от формы и размеров сечения [1, 4]: 

 
2 2

z
y

zA

I b
k dA

A S
  ,  (9) 

где b – ширина поперечного сечения; Sz – статический момент отсеченной части площади. 

Так, например, для круглого поперечного сечения [4] ky = 9/10, для тонкостенного кольца 

ky = 1/2. 

Для этого условного КЭ выполняются зависимости: 
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где V – объем условного КЭ. 

С учетом (7) выражение угла поворота (5) принимает вид 
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.  (11) 

Постоянные a в выражениях (1) и (11) определяются из граничных условий КЭ: 

– при x = 0 v = vi, θ = θi;  

– при x = l v = vj, θ = θj;. 
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Тогда 

 

 
 

 

 
 

0

3

1 2

2 2

3 2

;

12 12 6 6
;

12

6 6 3 3 6 6
;

122 12

2 2
.

12

i

z j z i z sy i z j

sy z

sy i sy j sy i sy j z i z j

zsy z

sy i j i j

sy z

a v

EI v EI v EI l A Gl EI l
a

l A Gl EI

A Gv A Gv A Gl A Gl I I
a

I lA Gl EI

A G v v l l
a

l A Gl EI

 

   

 



   




   
 



  




  (12) 

Для сокращения дальнейшей записи вводятся обозначения: 
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l
 .  (13) 

При этом x  играет роль относительной координаты в пределах КЭ: 0 1 x . 

Дифференциал x в этом случае 

 dx l dx  .  (14) 

С учетом выражений (2), (12) – (14) матрица функций форм (транспонирована для 

сокращения записи) имеет вид 
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Заметим, что поскольку перемещения при поперечном изгибе обусловливаются сразу 

двумя внутренними силовыми факторами с разными коэффициентами жесткости, элементы 

полученной матрицы являются функциями не только формы КЭ, но также зависят от 

геометрических характеристик поперечного сечения и упругих постоянных материала.  

2. Матрица градиентов функций форм конечного элемента. Вектор деформаций в 

точке КЭ включает в себя две составляющие: осевую деформацию εx (возникающую за счет 

растяжения или сжатия волокон), и деформацию сдвига γ: 

   x


 
  
 

.  (16) 

Уравнения Коши, связывающие деформации и перемещения в точке, из курса теории 

упругости [15, 16]: 
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где u – продольное перемещение точки, возникающее из-за осевой деформации волокна 

балочного КЭ (рис. 4): 
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Знак «минус» в выражении взят потому, что при положительном угле θ деформации 

волокон, расположенных выше нейтральной оси, – отрицательные (сжатые волокна). 

 
Рис. 4. Перемещения точки при изгибе 

Тогда с учетом постоянства деформации сдвига по длине КЭ (γ ≠ γ(x)): 
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Последнее уравнение совпадает с выражением (5). 

Уравнения Коши в матричной записи имеют вид  

      A v   ,  (20) 

где [A] – матрица, содержащая операторы частных производных [15]: 
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Подставляя в уравнения Коши (20) выражение (2), получим 

      
e

B v   ,  (22) 

где [B] – матрица «градиентов» функций форм: 

      B A N  ;  (23) 
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3. Матрица жесткости конечного элемента. Вектор напряжений в точке КЭ включает 

в себя две компоненты (нормальное и касательное) и на основании закона Гука выражается 

через деформации, а также, с использованием (22), через вектор узловых перемещения КЭ: 
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;  (25) 

            
e

D D B v      ,  (26) 

где [D] – матрица упругости: 
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.  (27) 
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Величины внутренних силовых факторов определяются через компоненты вектора 

напряжений: 

 z
z x

I
M

y
 ; 

y syQ A .  (28) 

Матрица жесткости КЭ на основании вариационно-энергетического принципа в МКЭ [5-

9] определяется выражением 
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K B D B dV   .  (29) 

Тогда с учетом выражений (10) и (14) 
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Проведя вычисления, получим 
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Полученная матрица жесткости в точности совпадает с матрицей, полученной в работе 

[10], однако, в данном случае имеет обоснование на основе вариационно-энергетического 

подхода к МКЭ [9], матрицу функций формы и матрицу градиентов, полученные в явном виде, 

что позволяет определять перемещения, деформации, напряжения и внутренние силовые 

факторы конечного элемента в произвольной точке. 

4. Оценка точности численного решения. Для оценки точности работы балочного КЭ 

Тимошенко рассмотрена задача изгиба балки постоянного поперечного сечения (рис. 5). 

Материал балки – сталь (E = 210000 МПа, G = 80000 МПа [1]), поперечное сечение – кольцо 

(D = 100 мм, d = 95 мм, ky = 1/2, Iz = 9,105·105 мм4, Asy = 383 мм2), величина силы F = 1000 Н. 

Длины балок l приняты равными 100, 200, 300 и 400 мм. Эпюры внутренних силовых факторов 

показаны на рис. 5.  

Аналитическое решение задачи проведено методом начальных параметров [1-4] от 

заделки (точка O) с использованием относительной координаты x  из формулы (13) для 

удобства сравнения кривых прогибов независимо от длины балки. Для случая без учета сдвига 

прогиб балки определяется формулой 
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,  (32) 

а для случая с учетом сдвига: 
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6 2z sy
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.  (33) 

Расчет МКЭ проведен при использовании в модели двадцати КЭ независимо от длины 

моделируемой балки.  

Результаты расчета кривых прогибов показаны на рис. 5. При этом во всех случаях 

результаты расчета МКЭ в точности совпадают с аналитическим решением (33), что 

объясняется совпадением порядка полинома, аппроксимирующего перемещения КЭ и точного 

решения [1-4], поэтому кривые на рис. 5 неразличимы. 
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Рис. 5. Результаты аналитического и численного решения МКЭ задачи об изгибе балки  

На рис. 6 представлены кривые расхождения прогибов балок классической модели и 

модели Тимошенко.  

 

Рис. 6. Кривые расхождения прогибов балок 

Величина относительного расхождения при этом определялась по формуле: 
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     (34) 

где ( )Тv x  – функция прогиба балки Тимошенко; ( )Тv x  – функция прогиба классической балки. 

Из анализа представленных диаграмм видно, что относительный вклад сдвига в общий 

уровень прогиба наиболее существенно проявляется вблизи заделки и для всех исследованных 

балок превышает 50%. С удалением от заделки относительный вклад сдвига снижается, 

однако, все равно остается существенным. Можно также заметить, что величина расхождения 

прогибов во всех точках упругой оси меньше для более длинных балок, однако, во всех 

исследованных случаях величина расхождения остается выше 10%, что подчеркивает 

актуальность учета явления сдвига при использовании балочных КЭ. 

Заключение. В работе показано, что учет дополнительной податливости сдвига в 

коротких балках существенно сказывается на уровне деформационных перемещений. 

Расхождение результатов расчета перемещений классического балочного КЭ и КЭ Тимошенко 

достигает 10% и более, что является неприемлемым в технических расчетах. Предложенная 

математическая модель балочного КЭ Тимошенко имеет высокую адекватность, что 

подтверждается аналитическим расчетом, и в точности аппроксимирует поле перемещений в 

задачах об изгибе балки сосредоточенными силами. Дополнительным преимуществом 

предложенной модели КЭ Тимошенко является сохранение размерности задачи по сравнению 

с классической моделью: учет дополнительной податливости производится без введения 

дополнительных узловых степеней свободы. 
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Abstract. There is physico-mathematics dependences conclusion of a finite element method for the Timoshenko 

beam finite element at the article, which is working by the shear bend at static and dynamic load conditions and 

allows more accurately approximate displacement field in comparison with the classical bending theory. It's 

shown, the softening of a finite element in this case is resultant of two components compose: “bending” caused by 

the bending moment action and “shear”, caused by the shear force action, and cross section angle is different from 

the beam elastic axis tangent angle; also the shear softening is appeared at short beams, where length is 

commensurable with height of the beam cross section. The mathematical model is built by the base of variational 

energy principle of the finite element method. For the indicated type of finite element, polynomial shape functions 

are obtained, which serve to approximate the displacement field, using differential dependencies known from the 

courses of resistance of materials and the theory of elasticity. There was gotten the gradient matrix, which allows 
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to determine the deformation vector by the values of the node translation pole and the stiffness matrix, which is 

had the key meaning at the solving of the system of linear algebraic equations of the finite element method, value 

of the stress vector and internal force factors at the shear bending, which allows to determine it by the nodes 

translations. For the finite element model was made convergence analysis of the numerical finite element method 

by relative to the analytical calculation and are shown results deviation when the model of pure bending and 

Timoshenko beam model were used. 

Keywords: finite element, finite element method, Timoshenko beam, shear bend, shear, form functions, gradient 

matrix, stiffness matrix 
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