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Аннотация. В работе предлагаются приближенные вариационные принципы для клас-

сической задачи теплового взрыва и ее модификаций (в том числе, для случаев, в кото-

рых не выполняется приближение высокой энергии активации). Вариационные задачи 

решаются с использованием однопараметрической тестовой функции и метода Ритца 

(для полиномиальной аппроксимации решения). Результаты расчетов позволяют опре-

делить зависимость критических условий от параметров задачи: интенсивности тепло-

обмена на границе, конвективного переноса, вязкой диссипации. 
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Введение. Типичная обратная задача вариационного исчисления – это определение 

вида функции Лагранжа, для которой интеграл 
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имеет экстремальное значение, если функция y(ξ) удовлетворяет нужным условиям (напри-

мер, некоторому дифференциальному уравнению). Вариационная постановка может быть 

предпочтительной, например, из соображений простоты численного решения [1], или воз-

можностей подробного анализа взаимосвязей между описываемыми процессами [2]. 

Уравнение стационарной теории теплового взрыва выглядит следующим образом [3]: 
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Здесь θ – это безразмерная температура, Fk – число Франк-Каменецкого (отношение 

скоростей тепловыделения при химической реакции и теплоотвода путем теплопроводно-

сти), Ar – число Аррениуса (величина exp(1/Ar) это отношение скоростей реакции при мак-

симальной и минимальной температуре). При малых Ar решение этого уравнения существует 

лишь для ограниченных значений Fk: при достижении его критического значения происхо-

дит разрушение решения, которое трактуется как тепловой взрыв. Уравнению (2) и его мо-

дификациям посвящена обширная литература (см., например, [4-11]). 

Функция Лагранжа для задачи о тепловом взрыве в пределе большой энергии актива-

ции (Ar = 0) имеет простой вид [12]: 
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При Ar порядка 0,23 происходит вырождение теплового взрыва: решение гладко зави-

сит от значения Fk [13, 14]. Однако даже при малых Ar условия стационарности интеграла от 

функции (3) не удовлетворяют в точности уравнению (2). В настоящей работе предлагаются 

способы построения приближенных функций Лагранжа, которые позволяют определять 

условия существования решения для уравнения (2) и его модификаций. 

Функция Лагранжа, интеграл от которой будет иметь экстремум для решения уравне-

ния (2), запишется следующим образом: 
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Интеграл во втором слагаемом не выражается в элементарных функциях, однако мо-

жет быть приближен, например, подходящим полиномом, или задан таблично. Для цилин-

дрической и сферической симметрии можно записать функцию Лагранжа в виде: 
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где m равно 1 или 2.  

Классическая задача о тепловом взрыве исследовалась с помощью вариационных ме-

тодов в работах [12, 15, 16], в т.ч. для сложной кинетики химических реакций в [17, 18]. Ва-

риационные задачи для определения критических условий теплового взрыва при течении 

жидкостей с разными вязкостными свойствами исследовались в работах [19, 20]. Вариацион-

ный принцип для смешанного лучистого и кондуктивного теплообмена предложен в работе 

[21]. Вариационные методы применялись для построения аппроксимаций и численного ре-

шения уравнений теории теплового взрыва в [22, 23]. При этом обычно принимается при-

ближение высокой энергии активации (Ar = 0), а конвективный перенос не учитывается в ва-

риационной постановке. 

В настоящей работе рассматриваются приближенные функции Лагранжа для уравне-

ния (2), учитывающие зависимость скорости реакции от параметра Ar, на основе методов 

возмущений [24, 25]. Предложена вариационная формулировка для уравнения теплопереноса 

в стационарном одномерном проточном реакторе. Результаты решения вариационных задач 

сравниваются с результатами численного решения дифференциальных уравнений типа (2), 

которое проводилось итерационным методом с полунеявной разностной аппроксимацией 

[26]. Критические значения параметра Fk в разных вариантах находятся методом половинно-

го деления с точностью до 10
-6

. 

1. Влияние скорости реакции при начальной температуре. Учтем зависимость 

скорости реакции от параметра Ar. В самом грубом приближении рассмотрим функцию Ла-

гранжа: 

 
 

2(0) 1
exp

2 1
AL Fk

Ar






 
   

   (5) 

Условие стационарности приводит к уравнению: 
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Видно, что при Ar = 0 полученное уравнение совпадает с уравнением (2). Для того, 

чтобы избавиться от знаменателя, умножим второе слагаемое в выражении (5) на (1+Arθ)
2
 и 

рассмотрим следующее приближение для функции Лагранжа: 
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Условия стационарности дают на этот раз уравнение: 
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Таким образом, в следующем приближении надо поделить второе слагаемое (6) на по-

лученный полином: 
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Следующее уточнение даст: 
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Другой способ построения приближенных функций Лагранжа – это разложение экс-

поненциального множителя в ряд по Ar. Показатель экспоненты можно представить в виде 

суммы геометрической прогрессии: 
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Первые члены ряда дают приближение: 
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Обрывая ряд на какой-либо степени Ar, можно получать приближения разного поряд-

ка. Тогда после интегрирования этого выражения можно получить приближенную функцию 

Лагранжа в виде: 
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где p(θ) – это полином от температуры: 
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Аналогично могут быть получены приближенные функции Лагранжа с полиномом p, 

зависящим от высших степеней Ar. Эти выкладки, однако, очень громоздки, поэтому здесь 

не приводятся. Ниже в расчетах применяются приближения для функции Лагранжа (4) в виде 

(7) и (8). 

Если разложить показатель степени до второго члена, можно записать: 
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 (9) 

Наконец, путем подбора можно предложить простую аппроксимацию для (4) в виде: 
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Все полученные здесь функции Лагранжа (7-10) являются приближенными: точное 

уравнение они дают только при Ar = 0. Можно, однако, оценить точность определения кри-

тического значения Fk с помощью предложенных приближенных вариационных принципов. 

Вычисления проводятся для двухпараметрического семейства парабол. На левой гра-

нице примем граничное условие второго рода: 

  0 0   
На правой границе, в общем случае, можно записать условие третьего рода: 

    1 1 0Bi     
Здесь Bi – число Био, равное отношению интенсивностей теплообмена с внешней сре-

дой и теплопроводности. Тогда условия на коэффициенты полинома второй степени дают 

уравнение для тестовой функции: 

 

22
1a

Bi
 
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В частном случае, когда Bi >> 1, получаем однопараметрическую тестовую функцию, 

которая использовалась ранее в работах [15-17]: 

  21a  
  

Для определения критического значения Fk определяется зависимость вариационного 

функционала от параметра a: тепловому воспламенению соответствует значение Fk, при ко-

тором эта зависимость теряет локальный минимум и становится монотонно убывающей. Для 

более точной локализации определяются нули производной dI/da: в довзрывных условиях 

существуют два нуля dI/da, которые соответствуют локальному минимуму и локальному 

максимуму; критическим условиям соответствует точка, в которой d
2
I/da

2
 = 0. По этому 

условию можно искать критическое значение Fk. На сетке значений a (с шагом 10
-3

) при по-

стоянном Fk для выбранной функций Лагранжа рассчитываются значения I (методом трапе-

ций). Число Fk считается докритическим, если существует такое значение I(ai), что выполня-

ется условие: 

      1 1i i iI a I a I a    
Соответствующие значение ai пропорционально стационарному значению макси-

мальной температуры θ(0). Алгоритм строится следующим образом: задаются два значения 

Fk, заведомо докритическое (Fk = 0) и заведомо закритическое (произвольное большое чис-

ло, например, 10). Интервал делится пополам, для нового значения Fk* проводится проверка 

на существование стационарного значения I. Если такое значение существует, то Fk* стано-

вится нижней границей диапазона; если значения не существует, то Fk* становится верхней 

границей диапазона. Итерации ведутся до тех пор, пока ширина диапазона не становится 

меньше заданной величины (10
-6

). 

Ограничения на точность определения критического значения Fk связаны с точностью 

приближения температурного распределения тестовой функцией, а также шагом по пере-

менной ξ (поскольку значения I находятся численным интегрированием). В наших расчетах 

шаг по переменной ξ и a равен 10
-3

 (максимальные значения 1 и 3, соответственно). В связи с 

погрешностями вычислений, критическое значение Fk при Ar = 0 не совпадает в точности с 

аналитическим результатом (0,878). Это отличие, однако, невелико. На рис. 1 показана зави-

симость критического значения Fk от числа Ar: видно, что функция Лагранжа LA лучше ап-

проксимирует поведение системы во всем диапазоне. Для сравнения приведены результаты 
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численного решения уравнения (2) и данные работы [27]. Как видно из табл. 1, для LA также 

наблюдаются лучшая сходимость с увеличением порядка приближения (здесь Δ – отклоне-

ния от значения 0,98976…, полученного при численном решении дифференциального урав-

нения (2)). Приближение температурного распределения ветвью параболы для всех случаев 

оказывается достаточно хорошим. Приближение LC приводит к вырождению теплового 

взрыва уже при Ar порядка 0,12. Остальные приближения для функции Лагранжа, наоборот, 

расширяют диапазон существования критических условий за пределы теоретических границ. 

 
Рис. 1. Зависимость критического значения параметра Fk для задачи (1) от параметра Ar (Bi 

= 0): L0 – (4); LA – (7); LB – (8); LC – (9); LD – (10); diff – численное решение 

дифференциального уравнения (2). 

 

Таблица 1. Критические условия в задаче (4) при использовании приближен-

ных функций Лагранжа для Ar = 0,1. 

 LA (7) LB (8) LC (9) LD (10) 

Номер прибли-

жения 
Fkcr ΔFk, % Fkcr ΔFk, % Fkcr ΔFk, % Fkcr ΔFk, % 

0 1,334 34,8 0,892 -9,8 - - - - 

1 0,819 -17,3 1,458 47,3 1,028 3,83 1,068 7,96 

2 1,021 3,1 1,100 11,1 - - - - 

3 1,011 2,1 1,167 17,9 - - - - 

 

2. Влияние теплообмена с окружающей средой. При Ar = 0 значение I для тестовой 

функции (11) можно найти по формуле: 

 
   22 2

exp exp
3 2

Fk a
I a a erf a

Bi a

 
   

   (12) 

Критическое условие (вырождение экстремумов по параметру a) для этого выражения 

в пределе больших значений Bi достигается при Fk = 0,89227… (отличие от точного значения 

менее 2%). Зависимость критического Fk от Bi воспроизводится лишь качественно: видимо, 

приближение параболы становится неприменимым при уменьшении Bi до величины порядка 

нескольких десятков. С уменьшением Bi второе слагаемое в правой части (9) становится 

меньше по величине, поэтому переход к тепловому взрыву происходит при меньших значе-



Донской И.Г. 

12                    «Information and mathematical technologies in science and management»   2022  № 1 (25) 12 

ниях Fk. Если считать, что критическое значение безразмерной температуры a примерно 

равно единице, можно оценить критическое значение Fk следующим образом: 

 
0

2
expFk Fk

Bi

 
  

   (13) 

Эта зависимость сравнивается с оценками на основе выражения (12) и результатами 

численного решения уравнения (2). До значений Bi порядка единицы приближение (13) дает 

лучшее соответствие численному решению, чем поиск стационарных условий для выраже-

ния (12). Интересно, что критическое значение Fk, полученное при определении точки пере-

гиба для (12), примерно равно квадрату истинного значения. 

 

Рис. 2. Зависимости критического значения Fk от параметра Bi, полученными разными спо-

собами: квадраты – минимизация выражения (12); круги – численное решение уравнения (2); 

треугольники – оценка по формуле (13); пунктир – приближенная формула из работы [28]. 

3. Влияние конвективного переноса. Рассмотрим уравнение, описывающее докри-

тический стационарный режим теплообмена в одномерном реакторе 

 
exp 0

1
wPe Bi Fk

Ar


  



 
      

   (14) 

Здесь Pe – число Пекле (отношение интенсивности конвективного переноса к кондук-

тивному); Biw – число Био для теплообмена реакционной смеси со стенкой реактора. Функ-

ция Лагранжа для уравнения (14) запишется в виде: 

 

   
2 2

0

1
exp exp

2 2 1

wBi y
L Pe Fk dy

Ary



  
  

     
  


 (15) 

Подобный вид функции Лагранжа (с экспоненциальным множителем) использовался 

ранее для других задач тепломассообмена в работах [29, 30] и для механических систем в 

[31]. Примем следующие граничные условия для уравнения (14):  

 (0) 0  , (1) 0   

Использование тестовой функции (11) оказывается слишком грубым приближением 

уже при небольших значениях Pe. Наличие конвективного слагаемого в (14) приводит к вы-

полаживанию начального участка зависимости θ(ξ) и росту градиентов при приближении к ξ 

= 1. Для вычислений используется метод Ритца с полиномиальной аппроксимацией: 

 
 

0

N
i

i

i

a  



 



 Определение  критических условий в задаче о тепловом взрыве  

«Информационные  и математические технологии в науке и управлении»   2022  № 1 (25) 13 

 

Условия стационарности дают итерационную схему для уточнения коэффициентов 

полинома: 

 
1q qDa s  (16) 

Здесь q – номер итерации; элементы D и s определяются из выражений: 

 
   

1 1

2

0 0

exp expi k i k

ki wD ik Pe d Bi Pe d           
, 

 

1

0

exp
1

k

ks Fk Pe d
Ar


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

 
  
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Здесь функция θ в уравнении для sk считается фиксированной (в данном случае нет 

необходимости приближений для источника типа (7-10)). Граничные условия кроме очевид-

ного равенства a0 = 0 дают дополнительное соотношение между коэффициентами: 

 1

0
N

i

i

ia



 

Итерационный процесс заканчивается, когда выполняется условие: 

 
1max q q   

, 

где допустимая погрешность ε принята равной 0,001.  

В работе [32] показано, что в задаче с конвективным переносом критическое значение 

Fk асимптотически стремится к Pe (т.е. при больших значениях Pe максимальное значение 

безразмерной температуры стремится к –ln(1 – Fk/Pe)). На рис. 3 показаны результаты реше-

ния вариационной задачи для полинома степени N = 6 (Ar = 0): видно, что с увеличением Pe 

аппроксимация становится все хуже, однако при Pe = 10 полином шестой степени дает точ-

ность оценки критического значения Fk около 2,5%. 

 

Рис. 3. Зависимость критического значения Fk от Pe: сплошные линии – численное решение 

уравнения (14); пунктирные линии – решение вариационной задачи с функцией Лагранжа 

(15) методом Ритца; треугольники – Bi = 0; круги – Bi = 3,66. 

Теплопотери увеличивают критическое значение Fk: зависимости для Bi = 0 и Bi = 5 в 

выбранном диапазоне отличаются примерно друг от друга примерно постоянным сдвигом 

(при больших Bi для более точной оценки критических условий надо делать поправку на 

конверсию реагентов [33], в настоящей работе этот эффект не учитывается). Интересно, что с 

ростом Pe усиливаются различия между кривыми для разных Ar: можно сказать, что увели-
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чение интенсивности конвективного переноса приводит к росту чувствительности условий 

зажигания к скорости реакции при начальной температуре. 

Рассмотренные в предыдущих разделах постановки естественным образом распро-

страняются на двумерный и трехмерный случай. Наличие конвективного переноса не позво-

ляет совершить такой же простой переход к многомерным обобщениям: зависимость Pe от 

пространственных переменных приводит к появлению дополнительных ненужных слагае-

мых в уравнениях, выражающих условия стационарности в вариационной задаче. В некото-

рых случаях, как показано в [19, 20, 34], можно редуцировать двумерную задачу к одномер-

ной и рассматривать только перенос в направлении, поперечному потоку: 

 

2 exp 0
1

Fk
Ar


 



 
    

   (17) 

Здесь α – это интенсивность вязкой диссипации. Можно записать соответствующую 

уравнению (17) функцию Лагранжа для вариационной задачи в виде: 

 
 

2 2

0

1
exp

2 1

y
L Fk dy

Ary



 
 

    
 


 (18) 

Диссипация приводит к дополнительному тепловыделению, поэтому критическое 

число Fk должно уменьшаться с ростом параметра α. Автор [34] дает простую формулу для 

оценки критического значения Fk для уравнения (18) при Ar = 0:  

Fk(α)/Fk(0) = exp(-α/12). Расчеты проводились с применением тестовой функции (11) и при-

ближения типа (7) для источникового слагаемого. Сравнение численных результатов с этой 

формулой показано на рис. 5. Видно, что с ростом Ar и α эта формула становится все менее 

точной (хотя при α < 2 погрешность составляет менее 5%).  

 

Рис. 4. Зависимость критического значения Fk от Pe при Bi = 0 (сплошные линии) и Bi = 5 

(пунктирные линии); квадраты: Ar = 0,01; ромбы: Ar = 0,02; круги: Ar = 0,05; треугольники: 

Ar = 0,1. 

Заключение. В статье предложены приближенные функции Лагранжа для вариаци-

онной формулировки задачи о тепловом взрыве в одномерном реакторе. С помощью простых 

тестовых функций сопоставлена точность разных приближений (в первую очередь, 

приближения высокой энергии активации химической реакции) и определены границы их 

применимости. Предложена вариационная формулировка задачи о тепловой устойчивости 
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Рис. 5. Зависимость критического значения Fk в для уравнения (17) от интенсивности вязкой 

диссипации: сплошные линии – решение вариационной задачи (18); маркеры – оценка по 

формуле из работы [34]. 

проточного химического реактора, с помощью метода Ритца определены критические усло-

вия при наличии теплопотерь и конвективного переноса. Упрощенно рассмотрено влияние 

вязкой диссипации. Полученные результаты могут быть применены для оценки тепловой 

устойчивости реагирующих сред. Дальнейшая работа будет связана с исследованием вариа-

ционных задач, соответствующих квазистационарному распространению волн горения в реа-

гирующих средах. 

Благодарности: Работа выполнена в рамках проекта государственного задания (№ FWEU-

2021-0005) программы фундаментальных исследований РФ на 2021-2030 гг. 
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Abstract. The paper proposes approximate variational principles for the classical thermal ex-

plosion problem and its modifications (including cases where the high activation energy ap-

proximation does not hold). Variational problems are solved using a one-parameter test func-

tion and the Ritz method (for polynomial approximation of the solution). The results of the 

calculations make it possible to determine the dependence of the critical conditions on the pa-

rameters of the problem: the intensity of heat transfer at the inner boundary, forced convec-

tion, and viscous dissipation.  
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