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Аннотация. Высокая вычислительная сложность ряда задач анализа динамики и 

структурно-параметрического синтеза для разных классов динамических 

управляемых систем обусловливает разработку методов и средств их 

параллельного решения. На основе метода булевых ограничений задачи 

качественного анализа поведения траекторий двоичных динамических систем, 

функционирование которых рассматривается на конечном интервале времени, 

сводятся к решению задач булевой выполнимости и проверки истинности 

квантифицированных булевых формул. Строится математическая модель 

исследуемого динамического свойства в виде системы булевых уравнений, 

учитывающая как спецификацию свойства, так и уравнения динамики 

конкретного объекта. Такой подход, в отличие от существующих, является 

декларативным и обеспечивает возможность параллелизма по данным. Для 

проверки истинности 2-квантифицированных булевых формул разработан 

параллельный решатель Hpc2qall. В отличие от аналогичных решателей, Hpc2qall 

выдает не только результат проверки истинности формулы (SAT или UNSAT), но 

и осуществляет конструктивное нахождение всех наборов значений переменных 

под квантором всеобщности, приводящих к результату UNSAT. Приводится 

пример применения конструктивного подхода для решения задачи синтеза 

стабилизирующей обратной связи.  
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2QBF решатель, качественный анализ. 
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Введение. Высокая вычислительная сложность ряда задач анализа динамики и 

структурно-параметрического синтеза для разных классов динамических управляемых 

систем, в частности, NP-сложность задач качественного исследования двоичных 

динамических систем (ДДС) [14], синтеза управляющей последовательности в ДДС [4], 
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параметрического синтеза стабилизирующей обратной связи для управляемых динамических 

систем [10], обусловливает разработку методов и средств их параллельного решения. На 

основе метода булевых ограничений [3] задачи качественного анализа поведения траекторий 

двоичных динамических систем (ДДС), функционирование которых рассматривается на 

конечном интервале времени, сводятся к решению задач булевой выполнимости или 

проверки истинности квантифицированных булевых формул. Строится математическая 

модель исследуемого динамического свойства в виде системы булевых уравнений, 

учитывающая как спецификацию свойства, так и уравнения динамики конкретного объекта 

[1, 6]. Такой подход, в отличие от существующих, является декларативным и обеспечивает 

возможность параллелизма по данным при решении задач большой размерности. Цель 

настоящего исследования состояла в разработке параллельного решателя проверки 

истинности 2-квантифицированных булевых формул (2QBF). В разработанном решателе 

Hpc2qall применяется параллелизм по данным. Подзадачи, полученные путем расщепления 

исходной 2QBF, решаются параллельно как независимые. В отличие от существующих 2QBF 

решателей, Hpc2qall выдает не только результат проверки истинности 2QBF, но и 

осуществляет конструктивное нахождение всех наборов переменных под квантором 

всеобщности, приводящих к результату UNSAT (значение формулы равно FALSE), для этого 

в качестве базового решателя используется решатель CADET [12]. Выдаваемое этим 

решателем доказательство правильности полученного им результата (сертификата [11]) в 

случае ложности 2QBF (результат UNSAT) представляет собой частный случай сертификата, 

а именно, означивание переменных под знаком верхнего квантора всеобщности. 

Сертификаты очень востребованы для практических приложений QBF [5, 11]. В настоящей 

работе приводится пример применения Hpc2qall для конструктивного решения задачи 

синтеза обратной стабилизирующей связи в ДДС на основе метода булевых ограничений. 

1. Постановка задачи. Рассматривается нелинейная двоичная динамическая система 

(ДДС), векторно-матричное уравнение которой имеет вид 

),( 11 ttt uxFx ,     (1) 

)( 11 tt xHy .      (2) 

где x, u, y – векторы соответственно состояния, управления и выхода ( nBx , mBu , 
lBy , }10{ ,B ), n, m и l – соответствующие размерности этих векторов; }21{ ,...,k,Tt  – 

дискретное время (номер такта); F(x, u), H(x) – векторные функции алгебры логики, 

называемые соответственно функцией переходов и выхода  ( nmn BBBF : , ln BBH : ). 

Ставится задача синтеза нелинейного закона управления по выходу в виду обратной 

связи 

)( 11 tt yGu ,     (3) 

обеспечивающей глобальную устойчивость заданного состояния замкнутой системы. 

Система (1-3) на конечном интервале времени T называется глобально устойчивой 

относительно состояния *x , если для любого nBx0  существует момент времени Tt *  

такой, что 
*0* ),( xxtx ,  для всех *tt , т.е. состояние *x  является равновесным состоянием 

)),1(()),(( *0**0* xxtxxxtx .    (4) 
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Для заданного *kk  стабилизирующую обратную связь (3) назовем оптимальной по 

быстродействию, если замкнутая система (1-4) является глобально устойчивой по 

отношению к состоянию  *x , но для  1*kk  задача синтеза обратной связи не имеет 

решения. 

2. Метод решения. Будем искать функции )(yGi ( mi ,...,2,1 ) в алгебраической 

нормальной форме (АНФ) 

,......                  

...)(

2112312

21122110

l

ii

l

i

ll

i

l

iii

i

yyycyyc

yycycycyccyG

l

,   (5) 

где 
i

jc  – неопределенные коэффициенты, )12,...,1,0;,...,2,1( {0,1} li

j jnic . Обозначим 

множество таких коэффициентов через C. 

Сведем задачу синтеза стабилизирующей обратной связи к решению задачи проверки 

истинности 2QBF, используя метод булевых ограничений. Система уравнений (1-3) с 

обратной связью вида (4) на интервале времени }21{ ,...,k,T  эквивалентна одному булеву 

уравнению вида 

0),,,( CUYX ,     (6) 

где ),...,,{ 10 kxxxx , ),...,,{ 110 kyyyy , ),...,,{ 110 kuuuu . 

Запишем спецификацию задачи синтеза обратной связи, обеспечивающей глобальную 

устойчивость состояния *x , на языке формальной логики: 

))),1(()),()((:)()(( *0**0*0 xxtxxxtxTttxC .   

С учетом (6) это выражение примет вид: 

))),1(()),()((:)(,,,(:,,)(( *0**0* xxtxxxtxTttCUYXUYXC , (7) 

где ),,( UYX  – характеристическая функция динамического процесса с начальным 

состоянием 0x  и множеством коэффициентов C относительно переменных из множеств 

, , . 

С учетом того, что характеристическая функция состояния *x  имеет вид 

nxxx ~~~
21  ( ix~  – это  переменная ix  без отрицания для 1*x  и с отрицанием для 

0*x , ni ,...,2,1 ) и в силу конечности множества T подформулу  

))),1(()),()((:( *0**0* xxtxxxtxTtt      

заменим на эквивалентную ей формулу  

)~~( 1

11

t

i

t

i

n

i

k

t xx .       

 Заменим ограниченный квантор всеобщности на обычный квантор всеобщности. 

Тогда (7) примет вид 

))~~(),,,()(,,)(( 1

11

t

i

t

i

n

i

k

t xxCUYXUYXC .   (8) 
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Избавимся от импликации в формуле (8). Тогда получим эквивалентную (8) 2QBF: 

)))~~((),,,()(,,)(( 1

11

t

i

t

i

n

i

k

t xxCUYXUYXC .   (9) 

Если значение этой формулы равно TRUE, то существует хотя бы одно означивание 

коэффициентов из множества C, являющееся решением задачи синтеза стабилизирующей 

обратной связи. В силу двойственности, если (9) истинна, то формула 

)))~~((),,,()(,,)(( 1

11

t

i

t

i

n

i

k

t xxCUYXUYXC    (10) 

ложна. Следовательно, значение FALSE, полученное при проверке истинности (10), говорит 

о существовании решения задачи синтеза стабилизирующей обратной связи. Преимущество 

решения обратной задачи заключается в возможности автоматизации представления 

подкванторного выражения в виде конъюнктивной нормальной формы (КНФ) с помощью 

конвертора, предоставляемого программными средствами Sage Tutorial [13], если левая часть 

уравнения (6) задана в виде АНФ. КНФ используется в формате QDIMACS, требуемом для 

QBF-решателей. 

3. Иллюстративный пример.  Применим рассмотренный подход для генетической 

регуляторной сети с управляющими входами [9], уравнения описания динамики которой 

имеют вид: 
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Система булевых уравнений (11) в формате АНФ имеет вид:  
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Используя конвертор [13], приведем каждое уравнение к виду КНФ=1. Для 

}1,21{ k,...,k,Tt  получим 
1

821

1

1),,,( tttk

tCUYX . Подставив это 

значение в (10), получим 2QBF: 

))~~((),,)(( 1

11

1

821

1

1

t

i

t

i

n

i

k

t

tttk

t xxUYXC . 

Значения коэффициентов из множества C, при которых эта формула ложна, являются 

решениями задачи синтеза стабилизирующей обратной связи. 

Для поиска решений этой задачи разработан параллельный 2QBF решатель Hpc2qall. 

В отличие от существующих 2QBF решателей, Hpc2qall выдает не только заключение об 

истинности формулы (SAT или UNSUT), но и осуществляет конструктивное нахождение 

всех наборов переменных под квантором всеобщности, приводящих к заключению UNSAT 

(значение формулы равно FALSE). Эти наборы значений представляют собой означивания 

коэффициентов из множества C. В рассматриваемом примере для ∈{1,2} найдены 

следующие наборы таких значений, являющиеся решением задачи синтеза стабилизирующей 

обратной связи: 

0), 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 (0 1), 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 (0 1), 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 (0 0), 10 0 0 0 1 1 0 0 0 (0  

которым соответствуют следующие законы управления по выходу в виде обратной связи 

),,(,1,0 2131121

tt

i

ttttt yyfuyyuu  

где 
tttttttttttt yfyyyyyfyyyyyyff 1421212321212121 ,1,,1 . 

3. Параллельный решатель Hpc2qall. В решателе Hpc2qall используется 

параллелизм по данным. Подзадачи формируются на основе расщепления исходной 2QBF. 

Пусть ),...,( 1 xnxxx  и ),...,( 1 ynyyy  – векторы булевых переменных размерности 

соответственно xn  и 
yn . Решатель Hpc2qall ориентирован на проверку истинности 2QBF 

вида ),(...... 1211 xyxxQyyQ
xy nn , где кванторы },{, 21 QQ , а подкванторное выражение 

),...,,,...,(),( 11 xy nn xxyyxy  представлено в конъюнктивной нормальной форме (КНФ). 

Для определения выполнимости формулы 2QBF, в которой 1Q  является квантором 

всеобщности, а 2Q  – квантором существования, используется параллельный алгоритм, 

основанный на расщеплении заданной 2QBF рассматриваемого вида путем выведения 

переменной iy из-под верхнего квантора всеобщности в соответствии со следующими 

правилами преобразования: 

]),(,...,,...,,,..., [                              

]),(,...,,...,,,...,[),(,...,,...,,...,

01111

1111111

ixy

ixyxy

ynnii

ynniinni

xyxxyyyy

xyxxyyyyxyxxyyy
. (12) 

Если пользоваться этой формулой, то при большой глубине расщепления возникают 

накладные расходы, связанные с подстановкой констант, распространением ограничений, 

упрощением и т.д. Поэтому применяется следующее преобразование 
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))](),((,,...,,...,,,...,[ ))](             

),((,,...,,...,,,...,[),(,...,,...,,...,

1111

111111

iinniii

inniinni

yxyyxxyyyyy

xyyxxyyyyxyxxyyy

xy
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. (13) 

Очевидно, что (12) и (13) эквивалентны в силу следующего: 

101 ),()0),(()1),(()),((
iii yyyii xyxyxyyxyy , 

001 ),()1),(()0),(())(),((
iii yyyii xyxyxyyxyy . 

Использующий рассмотренный алгоритм расщепления 2QBF параллельный решатель 

Hpc2qall представляет собой модифицированную версию решателя Hpcqsat [1]. Решатель 

Hpc2qall также реализован на основе архитектуры “Master-Slave” как MPI-приложение на 

языке C++. Главный процесс выполняет аналогичные функции по формированию очереди 

подзадач и управлению работой дочерних процессов. 

Решатели Hpcqsat и Hpc2qall имеют следующие отличия: 

1. В Hpc2qall в качестве базового решателя для проверки истинности подзадачи в 

дочерних процессах запускается 2QBF-решатель Cadet [12], в Hpcqsat – DepQBF. 

2. В Hpcqsat дочерний процесс передает главному процессу запрос на подзадачу и 

результат решения подзадачи (SAT или UNSAT), а в Hpc2qall дополнительно к результату 

решения передается сертификат, возвращаемый базовым решателем Cadet. 

3. В случае получения ответа UNSAT от базового решателя Hpcqsat находит один набор 

значений булевых переменных, который привел к такому ответу (конструктивное решение). 

Hpc2qall может найти все такие наборы (по умолчанию, а также один или k наборов, если 

задано соответствующее значение параметра поиска). 

4. Hpcqsat использует дерево расщепления 2QBF для поиска конструктивного решения, 

а Hpc2qall использует сертификат, переданный вместе с результатом базовым решателем 

Cadet. Сертификат в данном случае представляет собой значения переменных верхнего 

квантора, при которых данный результат был получен. При получении для подзадачи ответа 

UNSAT главный процесс решателя Hpc2qall осуществляет построение соответствующей 

ветки дерева расщепления на глубину верхнего квантора (процедура SetSubtaskPath, рис. 1), 

и присваивает ей значение UNSAT. В процессе формирования данной ветки появляется 

множество ответвлений, которые могут также содержать искомые значения, они будут 

обрабатываться аналогично в процессе решения задачи. Представленные на рис. 1 и рис. 2 

блок-схемы описывают работу главного (Master) и рабочих процессов (Slave).  

Переменная Solve переключает режим работы главного процесса с расщепления 2QBF 

(Solve=0) на управление работой дочерних процессов при решении подзадач (Solve=1). 

Количество подзадач в очереди поддерживается в соответствии с количеством свободных 

вычислительных ресурсов. Переменная Result.val служит для выбора обработки результата, 

полученного в дочернем процессе при запуске процедуры SolveByCadet (рис. 2).  Анализ 

влияния загрузки дочерних процессов (количества подзадач, отправляемых в ответ на запрос 

дочернего процесса Send(Request)) приведен в [7]. Процедура addToRequest регулирует 

формирование задания для дочерних процессов. На рис. 3 приведено ускорение, полученное 

при решении задачи синтеза стабилизирующей обратной связи для k=2 (нижняя линия) и 

этой же задачи большей размерности (при k=3 – верхняя линия). Видно, что с увеличением 

размерности задачи ускорение становится близким к линейному. На рис. 4 приведены 
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результаты решения ряда близких по характеристикам тестовых задач [8], показывающие 

одинаково высокую эффективность (рис. 5). Эксперименты проводились на кластере 

«Академик В.М. Матросов» [2]. 

Старт

FreeSubtask = 1;       SubtaskCount = 1; 

Solve = 0;

while(true)

return Solution;

да

да Requests >0 and 

FreeSubtask >0

даSolve==0 and 

SubtaskCount < N

Recv (&result);

result.type==Request addToRequests (result);

result.type==Solved result.val== INDETERMINATE

markTaskForSplit(result);

result.val==SAT setSubtaskValue(result);

result.val==UNSAT setSubtaskPath(result);

result.type==Splited splitSubtask (result);

SubtaskCount==0

да

да

да

да

да

да

findTaskForPrepare(&Task)

Send(Task);

Solve = 1;

findNeedPrepare(&Task)

findTaskForSolve(&Task)

да

да

да

да

 

Рис. 1. Работа главного процесса 

 

Старт

while(true)

да

да
Task.type = Split

Send(Result.Val, Result.Path);

Split (Task, &SplitResult);            

Send (Request); // Посылаем запрос на задание

Recv (&Task); // Получаем задание

SolveByCadet (Task, &Result);           

Send(SplitResult);

 
 

Рис. 2. Работа дочернего процесса Рис. 3. Ускорение на рассмотренном 

примере 
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Рис. 4. Нарастающее общее время 

выполнения тестовых задач (в сек.) 

Рис. 5. Эффективность решения тестовых 

задач для 64, 128 и 256 процессорных ядер 

 

Заключение. Предложен конструктивный подход к решению задачи проверки 

истинности 2QBF. Разработан параллельный 2QBF решатель Hpc2qall, который, в отличие от 

существующих, выдавая ответ UNSAT, позволяет получить значения переменных под 

первым знаком квантора всеобщности, при которых формула принимает ложное значение. С 

использованием Hpc2qall решена задача синтеза закона управления по выходу в виде 

обратной связи, обеспечивающей глобальную устойчивость заданного состояния замкнутой 

системы. Проведен ряд вычислительных экспериментов, подтвердивших работоспособность 

и эффективность решателя. 

Исследование выполнено при поддержке РФФИ, проект № 18-07-00596.  
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Abstract. The high computational complexity of some problems in the analysis of 

dynamics and structural-parametric synthesis for different classes of dynamic controlled 

systems leads to the development of methods and software for their parallel solution. 

Based on the Boolean constraints method, problems of qualitative analysis of the 

trajectories behavior of binary dynamical systems, whose operation is considered on a 

finite time interval, are reduced to solving Boolean satisfiability problems and checking 

the validity of quantified Boolean formulas. A mathematical model of the studied 

dynamic property is constructed as a system of Boolean equations, taking into account 

both the property specification and the equations of the dynamics of a specific object. 

Such an approach is declarative and provides the possibility of data parallelism. For 

verifying the validity of the quantified Boolean formulas, a parallel solver Hpc2qall was 

implemented. Unlike similar solvers, Hpc2qall not only produces the answer (SAT or 

UNSAT) but finds all values sets of universally quantified variables leading to this 

answer. An example is given of applying a constructive approach to solving the problem 

of the synthesis of stabilizing feedback. 

Keywords: binary dynamic system, Boolean model, parallel 2QBF solver, qualitative 

analysis. 
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